
1. Metoda Bisekcji

Inicjalizacja Niech [a1, b1] bȩdzie przedzia lem niepewności i niech ε > 0 bȩdzie parametrem dok ladności. Niech n bȩdzie najmniejsza̧

dodatnia̧ liczba̧ ca lkowita̧ taka̧, że
(

1
2

)n
≤ ε/(b1 − a1). Niech k = 1.

Krok g lówny 1. Niech αk = 1
2 (ak + bk) i oblicz f̄ ′(αk). Jeśli f̄ ′(αk) = 0, STOP; αk jest rozwia̧zaniem optymalnym. W przeciwnym

przypadku, przejdź: do Kroku 2. jeśli f̄ ′(αk) > 0, a do Kroku 3. jeśli f̄ ′(αk) < 0.

2. Niech ak+1 = ak i bk+1 = αk. Przejdź do Kroku 4.

3. Niech ak+1 = αk i bk+1 = bk. Przejdź do Kroku 4.

4. Jeśli k = n, to STOP; minimum leży w przedziale [an+1, bn+1]. W przeciwnym przypadku, zasta̧p k przez k+1 i powtórz
Krok 1.

2. Metoda poszukiwań prostych wykorzystuja̧ca cia̧g Fibonacciego

Inicjalizacja Wybierz akceptowalna̧ dlugość końcowego przedzia lu poszukiwań l > 0 i sta la̧ rozróżnialności ε > 0. Niech [a1, b1] bȩdzie
pocza̧tkowym przedzia lem poszukiwań i określmy liczbȩ iteracji n taka̧, że Fn > (b1−a1)/l. Niech λ1 = a1 +(Fn−2/Fn)(b1−
a1) i ν1 = a1 + (Fn−1/Fn)(b1 − a1). Oblicz f̄(λ1) i f̄(ν1), podstaw k = 1 i przejdź do Kroku G lównego.

Krok g lówny 1. Jeśli f̄(λk) > f̄(νk), przejdź do Kroku 2; a jeśli f̄(λk) ≤ f̄(νk), przejdź do Kroku 3.

2. Niech ak+1 = λk i bk+1 = bk. Ponadto, niech λk+1 = νk a νk+1 = ak+1 + (Fn−k−1/Fn−k)(bk+1 − ak+1). Jeśli
k = n− 2), to przejdź do Kroku 5. W przeciwnym przypadku: oblicz f̄(νk+1) i przejdź do Kroku 4.

3. Niech ak+1 = ak i bk+1 = νk. Ponadto, niech νk+1 = λk a λk+1 = ak+1 + (Fn−k−2/Fn−k)(bk+1 − ak+1). Jeśli
k = n− 2), to przejdź do Kroku 5. W przeciwnym przypadku: oblicz f̄(λk+1) i przejdź do Kroku 4.

4. Zwiȩksz licznik k := k + 1. i przejdź do Kroku 1.

5. Niech λn = λn−1 i niech νn = λn−1 + ε Jeśli f̄(λn) > f̄(νn), to: an = λn i bn = bn−1. W przeciwnym przypadku, jeśli
f̄(λn) ≤ f̄(νn), to: an = an−1 i bn = λn. STOP, rozwia̧zanie optymalne leży w przedziale [an, bn].

3. Metoda z lotego podzia lu

Inicjalizacja Wybierz dopuszczalna̧ końcowa̧ d lugość przedzia lu niepewności l > 0. Niech [a1, b1] bȩdzie pocza̧tkowym przedzia lem
niepewności i niech λ1 = a1 + (1− α)(b1 − a1) a ν1 = a1 + α(b1 − a1), gdzie α = 0.618. Oblicz f̄(λ1) i f̄(ν1), podstaw k = 1
i przejdź do Kroku G lównego.

– krok G lówny

1. Jeśli b1 − a1 < l, to STOP; rozwia̧zanie optymalne leży w przedziale [ak, bk]. W przeciwnym przypadku: jeśli f̄(λk) >
f̄(νk), to przejdź do Kroku 2; a jeśli f̄(λk ≤ f̄(νk) to przejdź do Kroku 3.

2. Niech ak+1 = λk i bk+1 = bk. Niech ponadto λk+1 = νk a νk+1 = ak+1 + α(bk+1 − ak+1). Oblicz f̄(νk+1 i przejdź do
Kroku 4.

3. Niech ak+1 = ak i bk+1 = νk. Niech ponadto νk+1 = λk a λk+1 = ak+1 +(1−α)(bk+1−ak+1). Oblicz f̄(λk+1 i przejdź
do Kroku 4.

4. Zasta̧p k przez k + 1 i przejdź do Kroku 1.

4. Ekspansja lub kontrakcja geometryczna z testem jednoskośnym

Za lożenia podstawowe: Oznaczmy q(τ) = f̄(τ) + f(xk + τdk). Zak lada siȩ, że q
′
0 < 0, a wiȩc dla każdego β ∈ (0; 1), istnieje taki

przedzia l (0, τ1), że q(τ) < q0 + β ∗ q
′
0τ , dla τ ∈ (0; τ1). Nie zak lada siȩ natomiast, że lim

τ→∞
q(τ) > q0, dlatego też dla ograniczenia

liczby iteracji stosuje siȩ τ ≤ τm, lub też ograniczenie poprzez maksymalna̧ liczbȩ I korzystnych obliczeń wartości funkcji.

Informacje wej́sciowe

– q0 = q(0) - wartość funkcji (funkcjona lu) w punkcie pocza̧tkowym

– q
′
0 =

dq(0)
dt - pochodna kierunkowa (nieunormowana) funkcji w punkcie pocza̧tkowym

– τ0 - krok pocza̧tkowy; τ0 > 0 (może być przyjmowany wed lug nastȩpuja̧cej zasady: τ0i+1 = τ̂i)

– τm - krok masymalny, τm > τ0

– κ - wspó lczynnik ekspansji, κ > 1

– β - wspó lczynnik testu dwuskośnego, 0 < β < 0.5

– I - dopuszczalna liczba korzystnych obliczeń wartości funkcji (takich, że q(τ) ≤ q0)

– K - dopuszczalna oǵlna liczba obliczeń wartości funkcji

– ∆ - dopuszczalna minimalna wartość wspó lczynnika kroku (ze wzglȩdu na dok ladność obliczeń); ∆ = 10−20 −−10−40

– δ - poża̧dana dok ladność wzglȩdna określenia kroku optymalnego

Oznaczenia przyjȩte w algorytmach obliczeń:

– τ - zmienna niezależna, wspó lczynnik kroku

– τ̂ - dotychczas najkorzystniejsza wartość τ

– ∆τ - oszacowanie górne b ledu określenia kroku optymalnego

– q - wartość funkcji

– q̂ - dotychczas najmniejsza wartość funkcji

– j - liczba korzystnych obliczeń wartości funkcji takich, że q(τ) ≤ q0

– k - liczba niekorzystnych obliczeń wartości funkcji takich, że q(τ) > q0

– l - liczba obliczeń poprawiaja̧cych wartość dotychczas minimalna̧

Uwagi

a) Jeśli zachodzi q(τ) ≤ q0 + βq
′
0τ , to nastȩpuje ekspansja, czyli κ-krotne zwiȩkszenie τ ; po spe lnieniu warunku q(τ) > q) + βq

′
0τ

– stop. Jeśli pierwotne q(τ) ≥ q0 + βq
′
0τ , to nastȩpuje kontrakcja, czyli κ-krotne zmniejszenie τ , po spe lnieniu warunku

q(τ) < q0 + βq
′
0τ – stop.

b) τ → 0 tylko wtedy, gdy q
′
0 → 0 .



5. Logarytmiczny z loty podzia l odcinka ze wstȩpna̧ ekspansja̧ lub kontrakcja̧ geometryczna̧

Za lożenia podstawowe: Oznaczmy q(τ) = f̄(τ) + f(xk + τdk). Zak lada siȩ, że q
′
0 < 0, a wiȩc dla każdego β ∈ (0; 1), istnieje taki

przedzia l (0, τ1), że q(τ) < q0 + β ∗ q
′
0τ , dla τ ∈ (0; τ1). Nie zak lada siȩ natomiast, że lim

τ→∞
q(τ) > q0, dlatego też dla ograniczenia

liczby iteracji stosuje siȩ τ ≤ τm, lub też ograniczenie poprzez maksymalna̧ liczbȩ I korzystnych obliczeń wartości funkcji.

Informacje wej́sciowe

– q0 = q(0) - wartość funkcji (funkcjona lu) w punkcie pocza̧tkowym

– q
′
0 =

dq(0)
dt - pochodna kierunkowa (nieunormowana) funkcji w punkcie pocza̧tkowym

– τ0 - krok pocza̧tkowy; τ0 > 0 (może być przyjmowany wed lug nastȩpuja̧cej zasady: τ0i+1 = τ̂i)

– τm - krok masymalny, τm > τ0

– κ - wspó lczynnik ekspansji, κ > 1

– β - wspó lczynnik testu dwuskośnego, 0 < β < 0.5

– I - dopuszczalna liczba korzystnych obliczeń wartości funkcji (takich, że q(τ) ≤ q0)

– K - dopuszczalna oǵlna liczba obliczeń wartości funkcji

– ∆ - dopuszczalna minimalna wartość wspó lczynnika kroku (ze wzglȩdu na dok ladność obliczeń); ∆ = 10−20 −−10−40

– δ - poża̧dana dok ladność wzglȩdna określenia kroku optymalnego

Oznaczenia przyjȩte w algorytmach obliczeń:

– τ - zmienna niezależna, wspó lczynnik kroku

– τ̂ - dotychczas najkorzystniejsza wartość τ

– ∆τ - oszacowanie górne b ledu określenia kroku optymalnego

– q - wartość funkcji

– q̂ - dotychczas najmniejsza wartość funkcji

– j - liczba korzystnych obliczeń wartości funkcji takich, że q(τ) ≤ q0

– k - liczba niekorzystnych obliczeń wartości funkcji takich, że q(τ) > q0

– l - liczba obliczeń poprawiaja̧cych wartość dotychczas minimalna̧

Uwagi

a) W fazie wstȩpnej nastȩpuje κ-krotna ekspansja lub kontrakcja, jéli zachodza̧ warunki τ2 := κτ2 oraz q(τ2) ≤ q0 + 0.5q
′
0τ1,

q(τ2) ≥ q0 + 0.5q
′
0τ2 nastȩpuje z loty podzia l odcinka [τ1, τ2] w skali logarytmicznej. Zatrzymanie nastȩpuje po osia̧gniȩciu

poża̧danej dok ladności wzglȩdnej δ.

b) Wyznaczony w ten sposób krok τ da̧ży do zera tylko wtedy, gdy q
′
0 → 0.



6. Aproksymacja paraboliczna dwupunktowa z testem jednoskośnym

Za lożenia podstawowe: Oznaczmy q(τ) = f̄(τ) + f(xk + τdk). Zak lada siȩ, że q
′
0 < 0, a wiȩc dla każdego β ∈ (0; 1), istnieje taki

przedzia l (0, τ1), że q(τ) < q0 + β ∗ q
′
0τ , dla τ ∈ (0; τ1). Nie zak lada siȩ natomiast, że lim

τ→∞
q(τ) > q0, dlatego też dla ograniczenia

liczby iteracji stosuje siȩ τ ≤ τm, lub też ograniczenie poprzez maksymalna̧ liczbȩ I korzystnych obliczeń wartości funkcji.

Informacje wej́sciowe

– q0 = q(0) - wartość funkcji (funkcjona lu) w punkcie pocza̧tkowym

– q
′
0 =

dq(0)
dt - pochodna kierunkowa (nieunormowana) funkcji w punkcie pocza̧tkowym

– τ0 - krok pocza̧tkowy; τ0 > 0 (może być przyjmowany wed lug nastȩpuja̧cej zasady: τ0i+1 = τ̂i)

– τm - krok masymalny, τm > τ0

– κ - wspó lczynnik ekspansji, κ > 1

– β - wspó lczynnik testu dwuskośnego, 0 < β < 0.5

– I - dopuszczalna liczba korzystnych obliczeń wartości funkcji (takich, że q(τ) ≤ q0)

– K - dopuszczalna oǵlna liczba obliczeń wartości funkcji

– ∆ - dopuszczalna minimalna wartość wspó lczynnika kroku (ze wzglȩdu na dok ladność obliczeń); ∆ = 10−20 −−10−40

– δ - poża̧dana dok ladność wzglȩdna określenia kroku optymalnego

Oznaczenia przyjȩte w algorytmach obliczeń:

– τ - zmienna niezależna, wspó lczynnik kroku

– τ̂ - dotychczas najkorzystniejsza wartość τ

– ∆τ - oszacowanie górne b ledu określenia kroku optymalnego

– q - wartość funkcji

– q̂ - dotychczas najmniejsza wartość funkcji

– j - liczba korzystnych obliczeń wartości funkcji takich, że q(τ) ≤ q0

– k - liczba niekorzystnych obliczeń wartości funkcji takich, że q(τ) > q0

– l - liczba obliczeń poprawiaja̧cych wartość dotychczas minimalna̧

Uwagi:

a) Poszukiwanie zaczyna siȩ od maksymalnego (zadanego) kroku τm. Jeśli zachodzi q(taum) > q0 + q
′
0τm, to nastȩpuje przy-

bliżenie τ̂ przez aproksymacjȩ paraboliczna̧ q(τ) oparta̧ na danych q0, q
′
0, q(τm) wed lug wzoru:

τ̂ =
−q
′
0τ2

2(q(τ)− q0 − q
′
0τ

co daje kontrakcjȩ paraboliczna̧ dla β ∈ (0; 0.5). Po kilku powtórzeniach kontrakcji parabolicznej osia̧gane jest τ takie, że

q(τ)leqβq
′
0τ – stop. Jeśli q(τm) ≤ q0 + q

′
0τm, to wtedy przyjmujemy τ̂ = τm.

b) Zbieżność algorytmu wynika bezpośrednio ze sposobu wyznaczania kroku τ̂

7. Aproksymacja paraboliczna z testem dwuskośnym

Za lożenia podstawowe: Oznaczmy q(τ) = f̄(τ) + f(xk + τdk). Zak lada siȩ, że q
′
0 < 0, a wiȩc dla każdego β ∈ (0; 1), istnieje taki

przedzia l (0, τ1), że q(τ) < q0 + β ∗ q
′
0τ , dla τ ∈ (0; τ1). Nie zak lada siȩ natomiast, że lim

τ→∞
q(τ) > q0, dlatego też dla ograniczenia

liczby iteracji stosuje siȩ τ ≤ τm, lub też ograniczenie poprzez maksymalna̧ liczbȩ I korzystnych obliczeń wartości funkcji.

Informacje wej́sciowe

– q0 = q(0) - wartość funkcji (funkcjona lu) w punkcie pocza̧tkowym

– q
′
0 =

dq(0)
dt - pochodna kierunkowa (nieunormowana) funkcji w punkcie pocza̧tkowym

– τ0 - krok pocza̧tkowy; τ0 > 0 (może być przyjmowany wed lug nastȩpuja̧cej zasady: τ0i+1 = τ̂i)

– τm - krok masymalny, τm > τ0

– κ - wspó lczynnik ekspansji, κ > 1

– β - wspó lczynnik testu dwuskośnego, 0 < β < 0.5

– I - dopuszczalna liczba korzystnych obliczeń wartości funkcji (takich, że q(τ) ≤ q0)

– K - dopuszczalna oǵlna liczba obliczeń wartości funkcji

– ∆ - dopuszczalna minimalna wartość wspó lczynnika kroku (ze wzglȩdu na dok ladność obliczeń); ∆ = 10−20 −−10−40

– δ - poża̧dana dok ladność wzglȩdna określenia kroku optymalnego

Oznaczenia przyjȩte w algorytmach obliczeń:

– τ - zmienna niezależna, wspó lczynnik kroku

– τ̂ - dotychczas najkorzystniejsza wartość τ

– ∆τ - oszacowanie górne b ledu określenia kroku optymalnego

– q - wartość funkcji

– q̂ - dotychczas najmniejsza wartość funkcji

– j - liczba korzystnych obliczeń wartości funkcji takich, że q(τ) ≤ q0

– k - liczba niekorzystnych obliczeń wartości funkcji takich, że q(τ) > q0

– l - liczba obliczeń poprawiaja̧cych wartość dotychczas minimalna̧

Uwaga Zasada dzia lania jest podobna, jak algorytmu z testem jednoskośnym. Jako warunek zatrzymania wymagane jest spe lnienie
testu dwuskośnego:

q0 + (1− β)q
′
0τ ≤ q(τ) ≤ q0 + βq

′
0τ


