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Streszczenie

Niniejsza rozprawa prezentuje metode optymalizacji bazujaca na generowaniu kolej-
nych populacji punktow w taki sposob, ze ich wektor sredni oraz macierz kowariancji
sa definiowane za pomoca formul analogicznych do ewolucyjnej strategii adaptacji ma-
cierzy kowariancji (CMA-ES). W przeciwienstwie do metody CMA-ES, ktora generuje
nowe punkty przy uzyciu wielowymiarowego rozktadu normalnego, z jawnie okreslong
macierza kowariancji, wprowadzona metoda wykorzystuje kombinacje wektoréw roznic
miedzy punktami archiwalnymi oraz jednowymiarowych wektoréw losowych o rozktadzie
normalnym o kierunku wzdtuz przesztych przesunie¢ punktow srodkowych populacji. Zo-
stal zdefiniowany algorytm réznicowej strategii ewolucyjnej (DES), bedacy skrzyzowaniem
ewolucji réznicowej (DE) i CMA-ES. Algorytm zostal wszechstronnie przebadany w uzy-
ciem benchmarkéw z rodziny CEC oraz BBOB. Przedstawione w ramach rozprawy wyniki
wskazuja, ze DES jest konkurencyjny wobec CMA-ES w zadaniach optymalizacji zaréwno

lokalnej, jak i globalnej.

Stowa kluczowe: Ewolucyjna strategia adaptacji macierzy kowariancji, Ewo-

lucja réznicowa, metody optymalizacji






Abstract

This thesis presets an optimization method for generating new populations of points
such that their mean vector and the covariance matrix are defined by formulas analogo-
us to the Covariance Matrix Adaptation Evolution Strategy (CMA-ES). In contrast to
CMA-ES, which generates new individuals using multivariate Gaussian distribution with
an explicitly defined covariance matrix, the introduced method uses combinations of diffe-
rence vectors between archived individuals and univariate Gaussian random vectors along
directions of past shifts of the population midpoints. This idea was used to formulate the
Differential Evolution Strategy (DES), an algorithm that is a crossover between Differen-
tial Evolution (DE) and CMA-ES. The algorithm has been extensively tested using CEC
and BBOB benchmarks. The numerical results presented in the thesis indicate that DES

is competitive against CMA-ES in performing both local and global optimization.

Keywords: Covariance Matrix Adaptation Evolution Strategy, Differential

Evolution, optimization methods
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Rozdziat 1

Wprowadzenie

1.1 Motywacja

Metody optymalizacyjne opisuja sposoéb przechodzenia pomiedzy mozliwymi rozwigza-
niami w celu uzyskania optymalnego rozwigzania zadanego problemu. Opisywane w tej
rozprawie algorytmy beda stosowane do rozwigzywania probleméw minimalizacji. Niech
punkt x bedzie jednoznacznie identyfikowany poprzez pojedynczy wektor cech dtugosci n
(warto$¢ ta zwana jest réwniez wymiarowoscig problemu i w takim kontekscie oznaczana
bedzie dalej poprzez n).

X = [21,%9,. .., Ty

Niech X bedzie przestrzenig przeszukiwan, F jej podzbiorem F C X, a kazdy punkt x
posiada warto$ci wylacznie ze zbioru F (zbiér ten zwany bedzie dalej réwniez zbiorem
dopuszczalnym). Funkcja celu ¢ punktu x bedzie wéwcezas odwzorowaniem jego cech do
wspotezynnika jako$ci w przestrzeni liczb rzeczywistych ¢ : F — R!. Problem optymali-
zacji z ograniczeniami jest zdefiniowany jako poszukiwanie punktu x* takiego ze:

X' = arg min q(x).

Rozwiazywanie zadan maksymalizacji jest mozliwe poprzez sformutowanie rownowaznego
problemu dualnego:

X' = argmin —q(x).

Zbior dopuszczalny, jako podzbiér przestrzeni X, spelnia nastepujace warunki:



hi(x)=0  j=1,...,m

Funkcje g; oraz h; opisujg odpowiednio nieréwnosciowe oraz rownosciowe ograniczenia
problemu. Ograniczenia kostkowe sa szczeg6lnym przypadkiem ograniczen nieréwnoscio-
wych, w ktorych zaktada sie, ze przestrzen przeszukiwan jest n-wymiarowym zbiorem
wektorow liczb rzeczywistych, X = R™ | oraz ze dla kazdego wymiaru istnieje gorna oraz
dolna wartos¢ ograniczajaca. W takim podejsciu, dla ograniczen kostkowych, zbiér roz-

wigzan dopuszczalnych jest n-wymiarowym hipersze$cianem zdefiniowanym nastepujaco:
F={x:l;<z;<w, i=1,...,n}

Powyzszy opis stanowi definicje problemu optymalizacji z ograniczeniami kostkowymi,
ktorej rozwigzania dotyczy¢ beda dalsze czesci rozprawy. Z uwagi na wysoka wymiaro-
wos¢ oraz nieliniowy charakter wielu rzeczywistych zadan podlegajacych optymalizacji,
typowym podejsciem do rozwigzywania takich probleméw jest stosowanie algorytméw
aproksymacyjnych. Metody te, w przeciwienstwie do algorytmoéow doktadnych, stuzg do
znajdowania rozwigzan przyblizonych. Szczegbélnym przypadkiem tej koncepcji jest po-
dejscie heurystyczne. Tym co odroznia metody heurystyczne od aproksymacyjnych jest
to, ze metody heurystyczne nie dostarczajg informacji o jakosci zwracanego rozwigzania,
w stosunku do rozwiazania optymalnego. Aproksymacyjne podejscie jest wiec zazwyczaj
stosowane w przypadku probleméw algorytmicznie zbadanych, o znanej przyblizonej lub
doktadnej wartosci rozwiazania optymalnego. W przypadku, gdy problem, dla ktérego
poszukiwane jest rozwigzanie, nie jest poznany, lub gdy pelny algorytm z przyczyn tech-
nicznych jest zbyt kosztowny, uzywa si¢ metod znajdowania rozwigzan przyblizonych.
Algorytmy te mogg by¢ heurystykami, specjalizowanymi pod konkretny, rozwazany typ
zadania i przestrzen problemu X, badz metaheurystykami podajacymi sposéb na utwo-
rzenie odpowiedniego algorytmu niezaleznie od przestrzeni przeszukiwan czy wiedzy eks-
perckiej.

Kazda z metaheurystyk definiuje swoj wlasny sposob przeszukiwania przestrzeni. Fakt
ten moze implikowaé¢ dla r6znych metaheurystyk i skonczonego budzetu (okreslonego w
postaci czasowej lub liczby obliczen wartosci funkeji celu) réznymi jako$ciami rozwiazan.
Zgodnie 7z twierdzeniem NFL Davida Wolperta i Williama Macreadyego [60] nie istnie-
je najlepszy, uniwersalny dla wszystkich zadan, algorytm optymalizacyjny. Niezaleznie

od przyjetej miary jakosci algorytmu optymalizacyjnego, dowolne dwa rozne algorytmy



optymalizacyjne zachowujag si¢ srednio tak samo, dla wszystkich zadan optymalizacyj-
nych. Twierdzenie NFL dziata réwniez w kontekscie parametryzacji jednego algorytmu
przeszukiwan. Niezaleznie od przyjetej miary jakosci algorytmu optymalizacyjnego, dwa
dowolne zestawy parametréw dla jednego algorytmu przeszukiwan, zachowuja si¢ srednio
tak samo, dla wszystkich zadan optymalizacyjnych.

Skoro strategia optymalizacyjna zawsze przewyzszajaca jakosciag inne, dla dowolnego
problemu, jest nierealizowalna, nalezy szuka¢ algorytmow, ktore beda najlepsze w kon-
tekscie rozwigzywania probleméw, dla ktérych uzycie innych niz heurystycznych metod
(np. z powodu nieznajomosci nawet przyblizonej wartosci punktu optymalnego) nie jest
w praktyce mozliwe. Wyniki konkurséw optymalizacyjnych dla probleméw z ogranicze-
niami kostkowymi wskazuja, ze metaheurystyki populacyjne, bazujace na algorytmach
ewolucyjnych z rodzin ewolucji réznicowej i CMA-ES, sa liderami na tym polu.

Algorytmy ewolucyjne uzywaja mechanizméw inspirowanych mechanizmami ewolucji
biologicznej, takimi jak mutacja czy krzyzowanie, ktére w swojej idei bazuja na przypad-
kowych zmianach. Generowanie nowych punktow w przestrzeni przeszukiwan jest defi-
niowanie posrednio poprzez wybor metody probkowania losowego, czyli poprzez ustalenie
rozktadow prawdopodobienstwa dla mechanizméw ewolucyjnych, oraz metod aktualizacji
parametrow owych rozktadéw. Obecnie zauwazy¢ mozna duzg popularnosé metod uzywa-
jacych rozktadu normalnego jako funkcji gestosci rozktadu prawdopodobienstwa. Jednym
z powoddéw jest stabilnos¢ tego typu rozktadu: suma dwoch zmiennych losowych o roz-
ktadzie normalnym ma dalej rozktad normalny, co pomaga w procesie projektowania i
analizowania algorytmu. Najpopularniejszymi metodami ewolucyjnymi, bazujacymi na
wielowymiarowym rozktadzie normalnym, sg algorytmy z rodziny CMA-ES. Ewolucyjna
strategia adaptacji macierzy kowariancji uzywa macierzy kowariancji C, wyestymowanej
z aktualnej populacji, w celu aktualizacji parametréw rozktadu normalnego uzywanego do
generowania kolejnych generacji punktéw. Ta idea, rozszerzajac niejako pojecie wariancji
na wiele wymiaréw, implementuje adaptacyjny proces dopasowania parametréw rozkta-
du, do ksztattu optymalizowanej funkcji celu. Zwicksza to prawdopodobienstwo obecnodci
przysztych, lepszych, punktéw w kolejnej generacji. Cecha ta, zwana dopasowaniem do
poziomic funkcji celu, jest najbardziej pozadang wtasciwoscig dla wszystkich algoryt-
mow optymalizacji stochastycznej. Idealny algorytm powinien wigza¢ prawdopodobien-

stwo obecnoéci kazdego punktu w kolejnej populacji, z poziomem jego jakosci (wartoscia



funkeji celu). Implementacja wlasnosci dopasowania do poziomic funkcji celu w algoryt-
mie CMA-ES jest obarczona problemem wysokiego poziomu niezbednego naktadu obli-
czeniowego. Zadanie petnej faktoryzacji macierzy kowariancji C do postaci AAT = C lub
ADAT = C posiada naktad obliczeniowy O(n?®). W niektérych implementacjach CMA-
ES, faktoryzacja ta jest niezbedna w kazdej generacji, by moc utworzy¢ nows populacje
zgodnie z wielowymiarowym rozktadem normalnym i macierza kowariancji C. Duzy na-
ktad obliczeniowy metod z rodziny CMA-ES sprawia, ze ich stosowanie w problemach o
wysokiej wymiarowosci jest ograniczone.

Opisane problemy numeryczne wynikaja z wysokiego poziomu skomplikowania mecha-
nizmow matematycznych, na ktérych oparta jest strategia ewolucyjna CMA-ES. Réwnie
szeroko stosowang metaheurystyka populacyjna jest ewolucja roznicowa. Metoda ta imple-
mentuje znaczaco prostszy mechanizm mutacji, bazujacy na idei skalowanego réznicowa-
nia punktéw w populacji. Klasyczna ewolucja réznicowa, posiadajac naktad obliczeniowy
liniowo zalezny od wymiarowosci, moze by¢ tatwiej niz CMA-ES wykorzystywana dla
probleméw o duzej skali trudnosci. Metoda ta nie posiada jednakze wykazanej wprost
cechy dopasowywania sie do poziomic funkcji celu, moze réwniez wykazywaé duzg zalez-
nos¢ skutecznosci dziatania od pierwszej populacji lub ksztattu funkcji celu. Dla metod
rodziny ewolucji réznicowej znany jest problem jej nieodpornosci na obroty przestrzeni
przeszukiwan (w przypadku ewolucji réznicowej z aktywnym mechanizmem krzyzowania).

Obie wiodace metaheurystki populacyjne posiadaja cechy, na ktérych opiera sie ich
skutecznos¢ oraz popularnosé. Kazda z nich posiada jednakze wady, ktére uniemozliwiaja
uniwersalne zastosowanie kazdej z nich do dowolnego problemu. Wydaje si¢, ze idealnym
tacznikiem pomiedzy tymi dwiema rodzinami metaheurystyk bytby algorytm, ktory im-
plementowalby sposéb dziatania metody CMA-ES i ceche dopasowania do ksztattu funkcji
celu, uzywajac do tego nieskomplikowanej numerycznie idei mutacji roznicowej. Taka me-
taheurystyka miataby woéwczas zbior zalet umozliwiajacy jej uniwersalne zastosowanie,

niezaleznie od typu problemu.

1.2 Cel rozprawy

Celem rozprawy jest sformulowanie efektywnego algorytmu bazujacego na generowaniu

nowych punktéw w sposob analogiczny do algorytmu CMA-ES, jednak niewykorzystuja-
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cego zlozonych operacji macierzowych.

Autor zaproponuje metode, ktéra generuje kolejne populacje z uzyciem mutacji rézni-
cowej w taki sposob, ze empiryczna macierz kowariancji i warto$¢ srednia populacji beda
wyznaczane podobnie jak w algorytmie CMA-ES. W ramach rozprawy przeprowadzona
bedzie analiza empiryczna skutecznosci dziatania zaproponowanego algorytmu z uzyciem
zadan zdefiniowanych na potrzeby konkurséw optymalizacyjnych. Jakos¢ tego algorytmu
zostanie porownana z wynikami wiodacych metod biorgcych udziat w tych konkursach,

co pozwoli na weryfikacje efektywnosci zaproponowanej metody.

1.3 Struktura rozprawy

Gléwna tres¢ rozprawy zostata podzielona na trzy czesci. W rozdziale [2 zaprezentowany
zostal przeglad metaheurystycznych metod optymalizacji z rodzin CMA-ES i DE. Przed-
stawione zostaly podstawy teoretyczne dziatania, scharakteryzowane zostaty wady oraz
zaprezentowane zostaly nowoczesne linie rozwojowe tych technik. Rozdziat [3| wprowadza
definicje algorytmu réznicowej strategii ewolucyjnej (DES) oraz ilustruje jej dziatanie w
kontekscie metody CMA-ES oraz zjawiska dopasowywania sie rozktadéw generowanych
punktéw do poziomic funkeji celu. Rozdziat [4] obrazuje skutecznosé dziatania zapropono-
wanego przez autora algorytmu DES, w kontekscie konkurséw optymalizacyjnych, na tle

wiodacych rozwiazan.
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Rozdziat 2

Metaheurystyczne metody

optymalizacji

Taksonomia metaheurystyk, z uwagi na brak jednoznacznych kryteriow uznania metody
za metaheurystyka, jest trudna do ustalenia. Algorytmy te czesto bazujg na analogiach do
procesow ze $wiata rzeczywistego, ktore mozna interpretowac¢ w kategoriach optymalizacji.
Dziedzina pojeé i definicje czerpane sg wowczas z domeny wiedzy, z ktérej pochodzi dana
metafora. Ten fakt czyni zadanie konceptualizacji domeny metaheurystyk problemem,
w ktorym budowa podstawowego systemu definicji moze nie by¢ mozliwa do ustalenia.
Kategoryzacja metaheurystyk jest mozliwa w kontekscie pewnego, rozwazanego, zbioru
rodzin algorytmoéw.

Istnieje wiele prob podzialu metaheurystyk, zgodnie z pewna, zaproponowang taksono-
mia, zwykle w oparciu o jedna lub kilka wyréznionych cech. Blum oraz Roli[9] specyfikuja
grupe cech, ktére moga by¢ kryteriami klasyfikacji metaheurystyk. Sa nimi takie wtasciwo-
Sci jak: zrédto inspiracji metody (inspirowane biologicznie lub nie), sposob przeszukiwania
przestrzeni problemu (lokalna badZ globalna), przeszukiwanie z wykorzystaniem popula-
cji badZz pojedynczego punktu, sposéb uzycia funkcji celu (niezmiennosé funkeji celu w
czasie dzialania metody) oraz spos6b uwzgledniania historii (uzywanie historii przeszuki-
wanych punktéw badz nie). Zbiér tych cech nie jest jednak wystarczajacy do szczegblowej
klasyfikacji kazdej mozliwej metaheurystyki, lecz moze stanowi¢ pewne kryteria budo-
wy systemu taksonomicznego. Przyktadow takich systemow dokonujacych kategoryzacji
dziedziny metaheurystyk jest tak wiele, ze istnieja prace przegladowe(np.[52]) dokonuja-

ce analizy i poréwnania najpopularniejszych taksonomii, ktore starajg sie sklasyfikowaé
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obecnie wiodace rozwigzania rodzin algorytmoéw.

Wyniki konkurséw optymalizacyjnych z ostatnich lat, takich jak BBOB (Black Box
Optimization Benchmarking)[21], czy CEC (Congress on Evolutionary Computation)[5]
wskazuja, ze wiodgcymi metaheurystykami dla wielowymiarowych probleméw optyma-
lizacji ciaglej sa metody z rodziny CMA-ES|[I7] oraz DE[53]. Z uwagi na cel niniejszej
rozprawy przedstawiony w Rozdziale [I| ponizej przedstawione zostana charakterystyki

wytacznie tych dwoch metod.

2.1 Ewolucyjna strategia adaptacji macierzy kowa-

riancii

Metoda CMA-ES[I7] jest stochastyczna metaheurystyka populacyjna do optymalizacji
ciagtej, dla probleméw zaréwno liniowych, jak i nieliniowych. Jest to algorytm ewolu-
cyjny bazujacy na takich mechanizmach ewolucji biologicznej jak mutacja i selekcja. W
kazdej generacji nowe punkty sg generowane z uzyciem mutacji o stochastycznych pod-
stawach. Nastepnie nowa populacja jest poddawana selekcji na podstawie funkcji celu ¢,
w celu wyznaczenia punktéow bedacych rodzicami dla kolejnej generacji. W ten sposob w
kolejnych generacjach generowane sg punkty o mozliwe wysokiej jakosci.

W CMA-ES iteracyjne przyblizana jest dodatnio okreslona macierz kowariancji, ktéra
dla wypuktych funkeji kwadratowych jest bliska odwrotnosci hesjanu funkeji celu ¢ [14].
Metoda CMA-ES jest algorytmem ewolucyjnym do optymalizacji lokalnej[27], ktéra moze
by¢ jednak stosowana z powodzeniem do optymalizacji globalnej[23] [I8]. Metoda jest ty-
powo stosowana do rozwigzywania probleméw optymalizacyjnych z ograniczeniami kost-
kowymi lub bez ograniczen, w ktoérych wymiarowos¢ problemu powinna zawieré sie w

przedziale 3 < n < 100.

2.1.1 Podstawy teoretyczne
Wielowymiarowy rozktad normalny

Algorytm CMA-ES jest populacyjnym algorytmem ewolucyjnym, ktéry bazuje na stocha-
stycznej generacji punktoéw zgodnie z wielowymiarowym rozktadem normalnym. Wielowy-

miarowy rozktad normalny A (m, C) jest zlozeniem wielu jednowymiarowych rozktadow
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N(0,5°1) N(0,D?) N(0,C)
Rysunek 2.1: Linia przerywana oraz pogrubiona pokazuje ksztalt mozliwych elipsoid jed-

nakowej gestosci rozktadu normalnego, gdzie I oznacza macierz jednostkowa, D macierz

diagonalna, a C pelng macierz kowariancji. Linia szara ukazuje poziomice funkcji celu.

Zrodto: [16]

normalnych w kazdym z wymiaréw i posiada jedno-modalng funkcje gestosci o srodku w
punkcie m € R™. Wielowymiarowy rozklad normalny N (m, C) jest jednoznacznie opisa-
ny przez wektor warto$ci oczekiwanej m oraz dodatnio okreslona, symetryczng macierz
kowariancji C € R™*". Macierz kowariancji C posiada takze interpretacje geometryczna
definiujac jednoznacznie hiper-elipsoide {x € R"|xTC~!'x = 1}, bedaca poziomica funkcji
gestosci prawdopodobienstwa rozktadu A(0, C). Rysunek pokazuje ksztaltt elipsoid
jednakowego poziomu gestosci prawdopodobienstwa, dla dwuwymiarowego rozktadu nor-
malnego, o macierzach kowariancji zadanych w r6zny sposéb. Tylko pelna (nie diagonalna)
macierz kowariancji sprawia, ze rozklad (oznaczony na rysunku poprzez N (0, C)) posiada
mozliwos¢ dopasowania sie do poziomic dowolnej kwadratowej funkcji celu. Macierz kowa-
riancji zadana w postaci macierzy diagonalnej, posiada maksymalng liczbe stopni swobody
réwng wymiarowosci problemu. W przypadku gdy C = 02 I liczba ta réwna jest jeden.
Taki rozktad posiada jedynie zdolnos¢ do catkowicie symetrycznego przeskalowywania
sie na skutek zmiany wartosci odchylenia standardowego (rozklad jest izotropowy). Gdy
C = D ? wladciwosé¢ dopasowywania sie rozktadu jest niezalezna dla kazdego wymiaru
sprawiajac, ze osie gtowne elipsoid jednakowej gestosci prawdopodobienstwa moga by¢
skalowane rownolegle do osi kazdego z wymiaréw problemu. Macierz kowariancji, ktéra
nie jest diagonalna, posiada dodatkowe stopnie swobody wynikajace z uwzgledniania za-

leznosci pomiedzy wymiarami problemu, co daje mozliwo$¢ obrotu elipsoidy jednakowej
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gestosci prawdopodobienstwa wzgledem osi problemu.

Realizacja wprost wielowymiarowego rozktadu normalnego o zadanej pelnej macierzy
kowariancji jest zadaniem nietrywialnym obliczeniowo. Wzér N (m, C) mozna jednakze
przeksztalci¢ w nastepujacy sposob:

N(m,C) ~m+ N(0,C) 21)
~m + CzN(0,1)
Stosujac rozklad macierzy wedtug wartosci wtasnych (rozktad spektralny), macierz C

moze by¢ przedstawiona w postaci rozktadu C = BD?B” gdzie:

B jest macierza ortogonalng (B~' = BT oraz BB? = I), w ktérej kolumny sa bazami

ortonormalnymi wektorow wtasnych macierzy C

D jest macierzg diagonalng, ktorej przekatna tworza pierwiastki wartosci wlasnych ma-
cierzy C. D? = D D = diag(dy,...,d,)* = diag(d?,...,d%), gdzie d? jest i-ta

wartos$cig wtasng macierzy C

Wzér na dekompozycje spektralna pozwala na obliczenie pierwiastka macierzy C:z. Sto-

sujac serie przeksztalcen i podstawien[16, Rozdziat 0.1] mozna otrzymaé wzor:
C? = BDB” (2.2)

B jest macierza ortogonalna w ktérej kolumny stanowia bazy ortonormalne, wigec kazda
kolumna posiada norme réwna || Bi||* = 1, gdzie k to numer kolumny macierzy B. Mozna
wiec przyjac, ze

BYAN(0,1) ~ N(0,1) (2.3)
Z uzyciem (2.1)), (2.2)) oraz (2.3) mozna zapisa¢ wzér na N'(m, C) w postaci:
N(m,C) ~ m+ C2N(0,1)
~m + BDB”N(0,1) (2.4)
~m + BDN(0,1)

Algorytm CMA-ES generuje punkty zgodnie z wielowymiarowym rozktadem normal-
nym N (m, C). Wzér (2.4) pozwala uproscié¢ proces generowania rozktadu wykorzystujac
w tym celu sferyczny (izotropowy) rozktad normalny N(0,I), ktéry moze by¢ z tatwoscia

numerycznie realizowany na komputerach.
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Empiryczna macierz kowariancji

Metoda CMA-ES bazuje na generacji punktow z uzyciem wielowymiarowego rozktadu
normalnego opartego o macierz kowariancji. Jezeli macierz kowariancji rozktadu wyno-
si C, to empiryczna macierz kowariancji zbioru A niezaleznych realizacji tego rozktadu
wynosi C.. W celu wyznaczenia C, uzywana jest wygenerowana z rozktadem normal-
nym populacja punktow xi,...,Xy, o liczebnosci A. Empiryczna macierz kowariancji jest

wowezas zadana wzorem [16, Rozdziat 3.1

12 13 N
Co=— Xi—— > X | |xi— <) X (2.5)
Pl L P N2 Xi

j=1
W przypadku jednoczesnego szacowania wariancji i sredniej ze skonczonej proby, tak jak
ma to miejsce we wzorze , nalezy stosowa¢ poprawke Bessela aby zredukowaé obcia-
zenie estymatora. Z tego powodu w mianowniku we wzorze [2.5| wystepuje wartosé¢ A — 1.
Poprawka ta nie jest potrzebna, jesli do obliczen wykorzystuje sie warto$¢ oczekiwang
zamiast $redniej populacyjnej. Macierz C, jest nieobcigzonym estymatorem macierzy ko-
wariancji C, przy zalozeniach niezaleznosci generowania losowych punktow xi, ..., x,.
Czynnik Z?:l x; wyznacza sredni punkt populacji, realizujgc empiryczng estymate war-
tosci oczekiwanej rozktadu. Wartos¢ ta jest jednak znana dla kazdej generacji i wynosi

m. Wowczas zamiast wzoru (2.5) mozna uzyé zaleznosci:

C.= (x; —m) (x; —m)" (2.6)

1

> =

A
Zastapienie punktu $redniego aktualnie zrealizowanej préby (wygenerowanej populacji),
punktem m bedgcym wartoscig oczekiwang zmiennej losowej dodaje jeden stopien swo-
body. Wymusza to zmiane normalizacji z ﬁ na % w celu zachowania braku obcigzenia
estymatora macierzy kowariancji. Algorytm CMA-ES postuguje sie definicja wazonej ma-

cierzy kowariancji [23]:

I
Cu = Zwi (Xi:)\ - m) (Xi:)\ - m)T

= (2.7)
Ywi=1,  wZwy>-Zw, >0  0<p<A

Zmiana ta ma na celu uwzgledni¢ podczas procesu estymacji macierzy kowariancji ja-
kos¢ poszczegdlnych punktow, poprzez uszeregowanie punktoéw zgodnie z ich jakoscia oraz

wprowadzenie wektora wag zaleznych od pozycji w uszeregowaniu. Wektor wag daje moz-
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liwo$¢ okreslenia poziomu wptywu jakosci punktéow na modyfikacje empirycznej macierzy

kowariancji. Jesli p = X oraz w;—y,__, = i wowezas CE{IH) = Cloth),

2.1.2 Opis algorytmu CMA-ES

Opisywana w tym rozdziale wersja algorytmu zostata wprowadzona przez Hansena i
Ostermeiera[l7] i bedzie dalej nazywana wersja pierwotnag lub bazowa. Bazowy algorytm
CMA-ES zaktada, ze adaptacja paramentow rozktadu (nowego punktu srodkowego m oraz
nowej macierzy kowariancji C) jest zdefiniowana tylko na podstawie grupy p punktéw cha-
rakteryzujacych sie najlepszymi warto$ciami funkcji celu, gdy wartosci wag sg jednakowe

(w; = i) Rysunek ukazuje zarys bazowego algorytmu CMA-ES. Metoda opiera sie na

1 p 0, pl 0, CW T
2:t—1

3: inicjuj(m™, o)

4: while !stop do

5 foriv=1to A do

6: d” ~ N(0,C®)

7: x — m® 4 ¢®aq?

8: end for

9:  ocen(X®)

10: A® —y w,d

11:  mt) — m® + sOA®

12: <(7t+1) —(1- ca)pﬁf) + /e (2 — ¢4) - (C(t))—%A(t)
13: gt—i—l) - (1 - Cc)pg) + ,ucc<2 - Cc) CAD

14 COD (1= €,0)CY + ¢,CY 4 ¢, CY

: (t+1) (t) co (S
15: o — o\ exp (dg (EN(O’I) 1
16: t—t+1

17: end while

Rysunek 2.2: Zarys algorytmu CMA-ES

generacji punktow z uzyciem wielowymiarowego rozktadu normalnego, scharakteryzowa-
nego przez punkt srodkowy m®, macierz kowariancji C) oraz wspotczynnik kroku o,

gdzie t jest indeksem oznaczajacym numer generacji. Macierz kowariancji pierwszej gene-
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racji C jest inicjowana macierza jednostkowa I, a wartoéci m™) oraz ¢(!) sg parametrami
algorytmu, zadawanymi przez uzytkownika. Tak scharakteryzowany rozktad generuje w
kazdej generacji A punktoéw z przestrzeni problemu. Nastepnie wszystkie punkty podda-
wane sg ocenie z uzyciem funkcji celu, a zbior p najlepszych punktéow uzywany jest do

aktualizacji parametrow rozktadu.

Generacja punktéow

Generacja nowych punktéw w populacji X, w metodzie CMA-ES nastepuje w dwu-
stopniowym procesie. W pierwszej fazie tworzony jest zbiér D® = {dgt),z' =1,...,A}
bedacy zbiorem punktéw bazowych wygenerowanych z rozktadem normalnym o zerowe;j
wartosci éredniej i macierzy kowariancji C®. Oczekiwana warto$¢ macierzy kowariancji
empirycznej tego zbioru wynosi X[D®)] = (1 - %) c®,

W drugiej fazie generowane sg punkty th) bedace punktami populacji ¢ i realizowane
poprzez zsumowanie punktu srodkowego m® i przeskalowanych parametrem o® wekto-
row dgt). Tak utworzona populacja jest nastepnie ewaluowana poprzez przyporzadkowanie
kazdemu punktowi jego wartosci funkcji celu, a nastepnie sortowana wzgledem tych war-
tosci. Zbiér p indekséw z przyporzadkowanymi warto$ciami funkcji celu jest zbiorem p
najlepszych punktéw populacji X . Implementowana jest tym samym selekcja obcinajaca
oparta na deterministycznej operacji wyboru p < A najlepszych sposréd A punktéw.

Zbiér p najlepszych punktéw populacjii X wykorzystywany jest do adaptaciji pa-
rametrow rozktadu normalnego, m.in do obliczenia wartosci punktu srodkowego kolejnej
populacji. W tym celu obliczana jest wazona $rednia p najlepszych punktéw aktualnej po-

1) kolejnej populacii jest suma wartoéci oczekiwanej

pulacji X®. Wartoéé oczekiwana m(
aktualnej populacji oraz obliczonej wartosci sredniej, przeskalowanej poprzez wspotczyn-
nik kroku. Zgodnie z [20], metoda bedzie dzialaé poprawnie nawet w przypadku, gdy
mnoznik o bedzie wartodcia stala. Adaptacja parametru kroku o® zwieksza jednakze

tempo zbieznodci algorytmu.

Aktualizacja macierzy kowariancji

CMA-ES po kazdej iteracji dokonuje adaptacji macierzy kowariancji za pomoca dwoch

roznych macierzy opisanych ponizej. Metoda aktualizacji rank-p definiuje macierz Cff)
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wyznaczang na podstawie zbioru D/(f) generacji t.
O N~ a0 (q0\T
C =3 wd” (d) (2.8)
i=1

Wagi w; spetiaja zatozenia zgodne z wzorem i daja mozliwos¢ okreslenia poprawki
uwzgledniajacej poziom jakosci poszczegolnych punktéw. Te same wagi uzywane sa pod-
czas wyznaczania wektora A®) bedacego wazona érednig wektoréw dgt) (rysunek , linia
10).

Druga uzywang przez CMA-ES metoda aktualizacji jest rank-1, ktora definiuje macierz
C,. Opiera sie ona na wektorze p{), ktory jest rezultatem wygtadzania wyktadniczego

wektorow AT r=1,... t.

T
ct’ =pl¥ (p) (2.9)

Ostateczna macierzg kowariancji kolejnej generacji C**1) jest wazona suma aktualnej
macierzy C*) oraz macierzy C/(f) oraz Cgt), zgodnie z zaleznoscia:
CHY = (1 — €,0,)CY + ¢,CY + ¢, CY
(2.10)
Cly Cpy Ceov < 1, Coop = C1 + €y Ceop < 1.
Macierz kowariancji C® jednoznacznie definiuje rozktad wektoréw dgt). Zgodnie z ([2.9)
czynnik C(lt) preferuje generowanie wektoréw ktore sa zgodne z kierunkiem wektora sku-
mulowanego przesuniecia punktéw srodkowych p®). W efekcie zastosowania wzoru ,
gdy punkty srodkowe poprzednich populacji przesuwaty sie¢ w tym samym kierunku, w
macierzy C*) zostang wydtuzone wektory wtlasne, o kierunku zgodnym z przesunieciem
p!). Innymi stowy metoda CMA-ES bedzie przeszukiwaé przestrzenn problemu z wigk-
szym krokiem, zgodnym z kierunkiem skumulowanego przesuniecia punktow srodkowych,
w celu przyspieszenia procesu optymalizacji i osiagniecia lokalnego optimum.
Zgodnie z , macierz kowariancji C*) zapamietuje historie réznorodnosci wekto-
rOw dz(t) oraz historie zmian punktow srodkowych. Wzor ten przyjmuje forme rownania

rekurencyjnego implementujacego wyktadnicze wygtadzanie srednich wektoréw dgt).

Twierdzenie 2.1.1. Procedura adaptacji macierzy kowariancji(rysunek linia 14)
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moze byc przedstawiona jako:

t

c® :cu’”‘; ! > (1= coon) 7S (D(T)>

I
T=1

¢
1 Y (1= o) P (PS;T))T
T=1

46, 31— ) TA® (AR

=1

(1= )T (2.11)

gdzie Dl(f) jest zbiorem p nagjlepszych punktow bazowych, wybranych z zgodnie z warto-
Sciami funkcji celu w generacyi T, a S(D/(])) jest empiryczng macierzq kowariancyi zbioru

D).

Dowdéd. Procedura adaptacji macierzy kowariancji jest liniowym réwnaniem rekurencyj-
nym pierwszego rzedu o niejednorodnej budowie, ktére definiuje sekwencje macierzy CMV, C® ... C®,
Wzor jawny ciggu ma postac:
t
CHY =37 (1 = o)™ (1CF” + 6, CT) + (1 = o)’ (2.12)

T=1
Dalsze przeksztatcenia wzoru (2.12)) utatwia ponizszy lemat.
Lemat 2.1.2. Macierz rank-p oraz empiryczna macierz kowariancyi najlepszych punktow

bazowych, pozostajg w nastepujgcej relacyi:

cw :“;15 (DY) + A® (a®)" (2.13)

Aby udowodni¢ lemat nalezy przytoczy¢ wzér na empiryczng macierz kowariancji
®)).
S (DY):

i

1 ©
s (DY) = > (@ = AO) ) - AWy (2.14)
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Przeksztalcajac wzor (2.8) definiujacy macierz Cl(f) i stosujac wzor ([2.14) mozna otrzymac:

E“’: (A9 = A© + ALY (a9 — A® 4 AO)T

—~
~
=

=
-

I

—_

s
Il
—

I
+ Tl T~
[]=
S
=
- |
B
=
/N
&
|
>
=
~

+

+
S~ e~ e

— T
=LZ2S(D) + AW (A0) (2.15)
Stosujac rownosei (2.9) oraz (2.15) we wzorze (2.12) mozna otrzymac:

cl) — zt:u — o) Ter (p(7) (pg)f
1

T=

t ,LL _ 1
+3 (1 = o) ey P S(D{)
T=1

t
+ Z(l — ccov)t_TcuA(T) (A(T))T
T=1

+ (1 = Ceoy)'T

Adaptacja dlugosci kroku

Procedura adaptacji macierzy kowariancji w algorytmie CMA-ES posiada w pewnym
stopniu zdolnos¢ adaptacji dtugosci kroku. Czynnik Cgt) posiada zdolnos¢ wydtuzania
wektorow wtasnych macierzy C®, ktérych kierunek jest zgodny z wektorem skumulo-
wanego przesuniecia punktéw srodkowych pl?), w stopniu zaleznym od wartosci wag c;
i c¢,, wektora skumulowanego przesunigcia p{) oraz rekurencyjnego charakteru aktuali-
zacji macierzy C®(2.11]) implementujacego idee wygtadzania wyktadniczego. Dynamika
procesu adaptacji macierzy kowariancji jest w algorytmie CMA-ES poprawiana poprzez
wprowadzenie dodatkowego czynnika - wspétezynnika kroku - o®, ktéry reguluje w sposéb
adaptacyjny ogélny krok procesu przeszukiwania przestrzeni.

Aktualizacja czynnika o*) opiera sie na obserwowaniu dynamiki zmian punktu $rodko-

(t+1

g

wego populacji z uzyciem wektora p+). Definicja tego wektora podobna jest do definicji
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wektora p*!), a sam mechanizm nazywany jest $ciezka ewolucji. W efekcie, algorytm

CMA-ES dokonuje adaptacji dwoch $ciezek ewolucji nazywanych odpowiednio anizotro-

t+1) 1)

powa P oraz izotropowa pd* ) Sciezka ewolucyjna jest sumg punktéw srodkowych
nastepujacych po sobie generacji. W praktyce, sciezki ewolucyjne w CMA-ES sa wekto-
rami, p), p € R", z zaimplementowanym mechanizmem wyktadniczego wygtadzania
o punkcie startowym p{, p®) = [0]". Sposéb aktualizacji p{+! (Rysunek [2.2] linia 13)
nadaje tej Sciezce ewolucji charakter anizotropowy, zalezny od kierunku fluktuacji punktu
srodkowego A®) wzgledem wektoréw wlasnych macierzy C. Oznacza to, ze oczekiwana
dtugosé $ciezki p{*Y jest zalezna nie tylko od dtugoéci wektoréw punktéw érodkowych
A1 ale réwniez od ich kierunku. Aktualizacja wektora p*!) dokonuje izotropowego
sumowania dtugosci wektorow dz(~ ). We wzorze na aktualizacje izotropowej Sciezki ewo-
lucji (Rysunek linie 12) uzywany jest pierwiastek odwrotnosci aktualnej macierzy

kowariancji (C®)~2 do normalizacji wektorow A®. Z wzoru (2.2) mozemy otrzymac:
(c®)~: =B® (D) (B®)" (2.16)

Transformacja (C®)~"2A® dokonuje przeskalowania wektoréw punktéw srodkowych do
uktadu wspotrzednych opisanych w B®. Czynnik (C®)~2 sprawia, ze oczekiwana dhugosé
wektora izotropowej Sciezki ewolucji jest niezalezna od jego kierunku. Mozna wykazaé, ze
dla dowolnego ciagu macierzy kowariancji Cb+% | przy zatozeniu selekcji nieuwzglednia-
jacej wartoéci funkcji celu, pi+" ~ A(0,1) [I5]. Wynika z tego, ze oczekiwana norma
wektora p(t+1) rowna jest oczekiwanej normie wektora wygenerowanego zgodnie z roz-
ktadem normalnym standaryzowanym, o jednostkowej macierzy kowariancji. Ostateczny
wzor na aktualizacje wspotczynnika kroku o1 (Rysunek linie 15) wykorzystuje ta

‘ (+)H

wtlasnosé, obliczajac warto$é ilorazu EIHT

o) i dokonujac wyktadniczego zwigkszenia po-

przedniej wartosci kroku, gdy dtuzsze wektory przezywaja selekcje, oraz wyktadniczej
redukcji w przeciwnym wypadku. Metoda kontrolowania czynnika kroku w algorytmie

CMA-ES opiera sie na kilku podstawowych obserwacjach:

1. Gdy Sciezka ewolucji jest krotka, swiadczy to o tym , ze kolejne generacje fluktuuja
wokot pewnego punktu w przestrzeni problemu. Innymi stowy nastepujace po sobie
wektory A®) populacji posiadaja ujemnie skorelowane kierunki. Moze to $wiadczy¢
o przebywaniu w poblizu punktu lokalnie optymalnego, badz o zbyt duzym rozpro-

szeniu populacji. W takim wypadku czynnik ¢® powinien byé zmniejszony.
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2. Sciezka ewolucji jest dluga, gdy kolejne wektory A® sa ze soba dodatnio skore-
lowane. W takim przypadku zwiekszenie wartosci 0¥ spowoduje zastapienie kilku
mniejszych krokéw, w tym samym kierunku jednym, wiekszym, co znaczaco przy-

spieszy proces dochodzenia do rozwiazania optymalnego.

3. Gdy dtugosé $ciezki ewolucji jest poréwnywalna do éredniej dtugosci wektoréw A®)
kolejnych generacji, nastepuja losowe zmiany kierunku ewolucji. W takim przypadku

wartosé¢ kroku o powinna pozostaé¢ niezmieniana.

Wielko$¢ populacji
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Rysunek 2.3: Wykres prawdopodobienistwa osiagniecia poziomu [y, = 10719 przy roz-
nych wielkosciach parametru A i (a) funkcji Rastrigina oraz (b) funkcji Griewanka, dla
wymiarowosci problemu n = 2(— — 0 — =), n = 5(— —x — —), n = 10(—0—),

n=20——+—--),n=40(— -0 — =), n =80(—V—).

Zrodto: [23]

Strategia ewolucyjna CMA-ES posiada szereg wewnetrznych parametréw, takich jak
wielkos¢ populacji A, licznos¢ populacji po selekeji 1, zbiér wag w;—; ., parametry Sciezek
ewolucji ¢, i ¢, adaptacji macierzy kowariancji c;, ¢, Ceo, Oraz czynnika kroku d,. Kazda
z tych wartosci ma bezposredni wpltyw na rézne elementy algorytmu CMA-ES. Poprawny
ich dobér gwarantuje dziatanie metody zgodnie z jej zatozeniami oraz oddziatuje na tempo
zbieznosci w kierunku rozwigzania optymalnego. Domys$lne wartosci wszystkich parame-

tréow zostaly opisane w [16, Dodatek A]. Wielko$é populacji zostala zaproponowana na
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poziomie A = 4 + 3in(n).

Dobér zaproponowanej wielkosci populacji jest konsekwencja pierwotnych zatozen na
temat przysztych zastosowan metody. Oryginalnie CMA-ES mial stuzy¢ optymalizacji
lokalnej[25] - miat byé¢ algorytmem, ktory bedzie sie efektywnie zachowywal na funk-
cjach unimodalnych, w szczegélnosci zle uwarunkowanych (o wysokim wskazniku uwa-
runkowania hesjanu). Metoda ta sprawdza sie jednakze réwniez w rozwiazywaniu zadan
optymalizacji globalnej, osiggajac dobre rezultaty w poszukiwaniu optimum funkcji wie-
lomodalnych i zaszumionych[23].

Uzycie metody CMA-ES do zadan optymalizacji globalnej moze wymagaé¢ innego niz
domyslny doboru wielkosci populacji. Rysunek przedstawia wyniki badania, ktérego
celem bylo zobrazowanie zaleznosci prawdopodobienstwa znalezienia optimum Pg,ecess,
dla dwéch réznych funkeji celu (Rastrigina i Griewanka), od wielkosci populacji. Wykresy
te zostaly wygenerowane z uzyciem CMA-ES dla wymiarowosci n = [2,5, 10, 20, 40, 80|
oraz domys$lnych parametrow, poza wielkoscig populacji. Dla kazdej wymiarowodci i licz-
nosci populacji ze zbioru A = [5,7, 10, 14, 20, 32, |32v/2], [ [32v/2]+/2], ..., 1000], bazowa
metoda CMA-ES zostata uruchomiona 100 razy. Optymalizacja trwata do osiagniecia
warto$ci funkcji celu fyop, = 10719 lub wyczerpania budzetu 107 ewaluacji funkcji celu.
Wartosé prawdopodobienstwa sukcesu dla zadanej wielkosci populacji rowna jest liczbie
uruchomien ktére osiggnety poziom fyp, W stosunku do wszystkich uruchomien (liczby
100).

Wyniki przeprowadzonych eksperymentéw pokazuja, ze prawdopodobienstwo sukcesu
Pguceess dla funkcji wielomodalnych silnie zalezy od wielkosci populacji. Dla funkcji Ra-
strigina, na rysunku (a), widoczny jest sigmoidalny ksztalt zaleznosci dla wszystkich
wymiarowosci. Wieksze wymiarowosci potrzebuja wiekszej populacji, aby osiagnaé¢ poziom
prawdopodobienstwa P, .cess = 1. Co wigcej prawdopodobienstwo znalezienia rozwiazania
optymalnego jest niskie dla wszystkich wymiarowosci i rowne jest zero dla najmniejszych
wartosci A. Rysunek [2.3|(b) dla funkeji Griewanka ukazuje odmienne charakterystyki suge-
rujace, ze nizsze wymiarowosci potrzebuja wiekszych populacji oraz ze osiggniecie poziomu
Psuccess = 1 jest mozliwe i stosunkowo tatwe (wymaga niskich wartosci A).

Uzyskane wyniki potwierdzajg pierwotne zalozenia metody CMA-ES. Proces opty-
malizacji funkcji Griewanka przypomina optymalizacje unimodalna, w ktorej zaleznos¢

parametru A wymaganego do Pg,ceess = 1 rosnie logarytmicznie wraz ze wzrostem n, do
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okoto A = 20. Domy$lna wielkosé populacji A = 4 4 3in(n) realizuje te zatozenia.

Naktad obliczeniowy

Empiryczny pomiar, dla réznych funkcji celu i klasycznego ksztattu algorytmu CMA-
ES bez modyfikacji, pokazuje kwadratowy lub sub-kwadratowy naktad obliczeniowy dla
duzej czesci testowanego zbioru funkeji [24] [27]. Metoda CMA-ES posiada kilka czynnikow

wptywajacych na taki poziom naktadu obliczeniowego.

n? —+n
2

t+1)

Macierz C® posiada parametrow, ktére musza zosta¢ zaktualizowane w celu

wyznaczenia macierzy C*+1 . Potrzeba wiec co najmniej ”2% obliczen w kazdej generacji,
tylko w celu wyznaczenia nowej macierzy kowariancji.

Kolejnym problemem jest generowanie punktow z wielowymiarowym rozktadem nor-
malnym o zadanej macierzy kowariancji, ktore posiada naktad obliczeniowy O(n?). Zgod-
nie z wzorem kazde generowanie punktu wymaga koniecznosci przeprowadzenia mno-
zenia macierzy ortogonalnej B, macierzy diagonalnej D oraz n-wymiarowego wektora
wynikowego N (0, I). Taka operacja posiada naktad obliczeniowy co najmniej O(n?).

Sposob estymacji macierzy kowariancji wprowadzony w algorytmie CMA-ES (opisany

w rozdziale [2.1.2)) wykorzystuje macierze Cl(f) oraz Cgt). Zgodnie z wzorem ({2.8)) obliczenie

biezacej macierzy Cff) wymaga n? operacji dla kazdego z p punktéw bazowych. Ze wzoru
(2.9) wynika, ze do ustalenia nowej macierzy Cgt) niezbedne jest przeprowadzenie n?
operacji z wektorem anizotropowej Sciezki ewolucji pgt). Estymacja macierzy kowariancji
realizowana w algorytmie CMA-ES posiada wiec sumaryczny naktad obliczeniowy O((u+
1)n?).

Spektralna dekompozycja macierzy kowariancji C, opisana w rozdziale 2.1.1] posiada
naktad obliczeniowy rzedu O(n?). Faktoryzacja ta potrzebna jest w procesie generowa-
nia punktéw z wielowymiarowym rozktadem normalnym o zadanej macierzy kowariancji.
Zmalezione z uzyciem tej procedury macierze sa rowniez wykorzystywane do aktualizacji
izotropowej éciezki ewolucji p¢*! (Rysunek linia 13) i parametru kroku. Zgodnie
ze wzorem macierze B oraz D wykorzystywane sa do wyznaczenia odwrotnosci
pierwiastka macierzy kowariancji C-s.

Istnieja rozwigzania umozliwiajace zmniejszenie liczby koniecznych obliczen w kaz-

dym kroku metody CMA-ES, tym samym obnizajac nieco naktad obliczeniowy, ktore

zostang zaprezentowane w kolejnym podrozdziale. Ostatecznie naktad obliczeniowy poje-
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dynczej iteracji podstawowego algorytmu CMA-ES wynosi jednakze O(n?). Poziom ten
jest wynikiem koniecznosci przeprowadzania w kazdej generacji kosztownej obliczeniowo

faktoryzacji macierzy kowariancji.

2.1.3 Linie rozwojowe algorytmu CMA-ES

Bazowa wersja algorytmu CMA-ES zmaga sie z wieloma problemami uniemozliwiajacymi
jej szerokie stosowanie. Z uwagi na naktad obliczeniowy pojedynczej iteracji wynoszacy
O(n?), uzytkowa wymiarowos¢ optymalizowanego problemu posiada gérne ograniczenie w
okolicy n = 100. Domyslna wielko$¢ populacji jest zestrojona do probleméw optymalizacji
lokalnej. Problemy optymalizacji globalnej wymagaja ustawienia znacznie liczniejszych
populacji, co obniza tempo zbieznosci poprzez zwickszenie wymaganej liczby ewaluacji

funkcji celu w jednej iteracji algorytmu.

Redukcja zapotrzebowania na zasoby

Duzy naktad obliczeniowy metody, wynikajacy gtéwnie z koniecznosci przeprowadzania
faktoryzacji macierzy kowariancji, uniemozliwia skuteczne stosowanie algorytmu dla du-
zych wymiarowosci. Naktad obliczeniowy procesu faktoryzacji macierzy kowariancji z uzy-
ciem dekompozycji spektralnej wynosi O(n?). Wartos$é¢ ta mozna jednak zredukowaé po-
przez faktoryzacje macierzy kowariancji C nie w kazdej, lecz np. co dziesiata generacje[27].
Mechanizm ten szczegdtowo opisany w [49][Rozdziat 1, przypis 3|, posiada niewielki wptyw
na ogolng jakos¢ optymalizacji. Pomimo tej redukcji, operacje macierzowe uzywane w al-
gorytmie CMA-ES do generowania wektoréw bazowych czy adaptacji kroku o, sa nadal
bardzo kosztowne. Istnieje wiele prac naukowych, w ktérych proponowane sa rozwigza-
nia zmieniajace lub modyfikujace procesy przeksztatcen macierzowych, w celu dalszego
zmniejszenia ogdlnego naktadu obliczeniowego algorytmu.

Jednym ze sposobdéw realizacji uproszczenia procesu estymacji macierzy kowariancji
jest przedstawienie jej w postaci sumacyjnej, sktadajacej sie z macierzy jednostkowej oraz
pewnego modyfikowalnego produktu biezacej populacji. Poland oraz Zell proponuja meto-
de MVA-ES[47], w ktorej zamiast dokonywaé adaptacji, a nastepnie faktoryzacji, macie-

rzy C, adaptowany jest jeden wektor. W tym celu tworzony jest wektor v+ (nazywany
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gtéwnym), zgodnie z zaproponowanymi zaleznosciami:

p£t+1) —(1— cm)pg) + (M + levv(t))

v = (1 = ¢,)sign((v")T, p)v® 4 ¢, pl+) (2.17)

C C

M — N(0,1), M; — N(0,1)

Parametry c¢,, ¢, W, w, to pewne state, zas sign(z) funkcja zwracajaca znak z. Punkty

potomne generowane sg na podstawie wzoru:
X — x4 (M + Myw,v®?)

Taki zapis procedury generacyjnej definiuje macierz kowariancji rozktadu punktéw ja-
ko sume macierzy jednostkowej oraz iloczynu diadycznego skumulowanego przesunigcia
punktu $rodkowego. Z uwagi na to, ze algorytm opiera sie na przetwarzaniu wektorow, a
nie macierzy, naktad obliczeniowy zostal zredukowany do poziomu liniowego O(n). Me-
toda MVA-ES uzyskuje podobne wyniki do CMA-ES jednakze jedynie w przypadku, gdy
istnieje jeden, preferowany kierunek, w ktérym nastepowaé bedzie adaptacja parametréow
rozktadu. MVA-ES sprawdzi sie wiec tylko w optymalizacji funkcji unimodalnych, o wyraz-
nym kierunku najszybszych spadkow wartosci celu. Dla funkcji wielomodalnych, wyniki
zaproponowanego rozwiazania sa znaczaco gorsze od rezultatow osigganych z uzyciem
bazowego algorytmu CMA-ES.

Podobny do MVA-ES spos6b upraszczania wzoru na macierz kowariancji prezentowany
jest w algorytmie R1-NES[55]. Autorzy metody proponuja przyjecie parametru genero-

wane punktéw z uzyciem wzorow:

XY B (M + Mu®)

keER: kK—r+nV.J

Definicja M oraz M jest zgodna z ([2.17). Wektor u® podlega adaptacji na podstawie:

Wspblezynnik n jest wspoétezynnikiem diugoscei kolejnych krokéw w strone wyznaczong z
uzyciem gradientu. Procedura generacyjna metody R1-NES definiuje macierz kowariancji
rozktadu jako sume macierzy jednostkowej oraz iloczynu diadycznego dominujacego wek-

tora wlasnego macierzy, przesunietego w kierunku zgodnym z gradientem funkcji celu.
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Estymacja gradientu posiada liniowy naktad obliczeniowy O(n). Parametryzacja macie-
rzy kowariancji C w R1-NES umozliwia tylko jednemu kierunkowi w kazdej generacji
posiada¢ duze wartosci wtasne. Rzeczywisty ksztatt funkcji nie moze wiec by¢ efektyw-
nie aproksymowany z uzyciem zaproponowanej procedury. Rezultaty przeprowadzonych
badan pokazujg, ze metode R1-NES mozna skutecznie uzywaé tylko dla konkretnych
ksztattow funkcji celu.

Innym sposobem redukcji naktadu obliczeniowego jest wytaczenie koniecznosci prze-
prowadzania faktoryzacji macierzy kowariancji poprzez prace na estymacjach sfaktoryzo-
wanych macierzy. Metoda MA-ES[6] proponuje rozwiazanie, w ktérym generowanie punk-
tow nie wymaga adaptacji izotropowej $ciezki p,, ani macierzy C. Rozklad generowanych
punktéw w kolejnych populacjach jest jednoczes$nie zblizony do realizowanego w bazowym
algorytmie CMA-ES (przy zalozeniu réwnej parametryzacji obu Sciezek ewolucji ¢, = ¢.).
CMA-ES generuje punkty zgodnie wielowymiarowym rozktadem normalnym A (m, C)
o zadanej pelnej macierzy kowariancji i wartosci oczekiwanej. W praktyce, zgodnie ze
wzorem , jest to realizowane poprzez wygenerowanie punktu z uzyciem rozktadu nor-
malnego o jednostkowej macierzy kowariancji, a nastepnie transformowanie go do wekto-
ra bazowego dz(»t) poprzez wymnozenie przez macierz M®) = (C®) > i dodanie wartoci
éredniej m®. Do poprawnego dzialania nie jest wiec niezbedna znajomosé macierzy kowa-
riancji C), wystarczajace jest posiadanie w kolejnych generacjach informacji na temat jej
pierwiastka (C®) 2. Autorzy metody MA-ES proponuja, aby zamiast obliczaé (C®) 2 z
uzyciem rozktadu Cholesky‘ego lub dekompozycji spektralnej, dokonywaé jej przyblizenia
poprzez macierz M®. Jest ona opisana w postaci sumy odchylen macierzy C; oraz C,

od macierzy jednostkowej I.
M) MO+ %[Cl ~1+ %“[cu —1]]

7 uwagi na koniecznos¢ mnozenia macierzy oraz szereg dodatkowych operacji, naktad
obliczeniowy jednej iteracji zaproponowanej metody wynosi O(n?). Bazujac na teoretycz-
nej analizie, MA-ES pokazuje mozliwo$¢ catkowitego wytaczenia koniecznosci stosowania
kosztownej faktoryzacji, wprowadzajac inny mechanizm, bez znaczacych strat dla sku-
tecznosci dziatania metody. Po zastosowaniu metody mnozenia macierzy Coppersmitha-
Winograda mozna uzyskaé¢ naktad obliczeniowy algorytmu MA-ES na poziomie O(n2?37).
Metoda ta dokonuje, na gruncie teoretycznej analizy, przeformutowania wzoru na gene-

racje punktow w algorytmie CMA-ES. Kosztowny proces faktoryzacji macierzy C zostal
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wylaczony i zastapiony mechanizmem mnozenia macierzy. Modyfikacja ta nie wpltywa
jednakze na obnizenie ostatecznego poziomu naktadu obliczeniowego, tylko na zmiane
najbardziej istotnego czynnika.

Metoda LM-MA-ES[40] proponuje rozwiazanie, ktére jest modyfikacja metody MA-ES
ukierunkowanag w celu dalszego obnizenia jej naktadu obliczeniowego. Proces generowa-
nia punktéw jest zmieniany, wylaczajac koniecznoéé uzywania macierzy M®. W kazdej

t+1 . .
z(’ ) na postaw1e z1mlall

generacji tworzona jest nowa populacja wektoréw bazowych d
wprowadzonych w odpowiadajacych wektorach bazowych dgtﬂ poprzedniej generacji. W
celu wyznaczenia potomka wektora dl(-t), przeprowadzanych jest iteracyjnie A modyfika-
¢ji poprzedniej wartosci, majacej na celu poprawne zamodelowanie odchylenia macierzy

kowariancji od macierzy jednostkowe;j.
forj — 1,...,min(t,\)do

A" — (1 = cay)d)” + cq 0} ((0f)"d(”)

7 7

(2.18)

(t)

Wartos¢ cq; opisana jest wzorem, zaleznym od numeru iteracji j. Wektor o;” jest de-

finiowany w taki sposob, aby jego kolejne wartoéci byly analogiczne do wektora p® w

o

oryginalnym algorytmie CMA-ES. Realizowane jest to w analogiczny do (2.18)) sposob:

fori «— 17...,>\d0
I
Oz(‘t+1) — (1 — Cc,i)oz(t) + ,uw(Q - Cc,i) Z wjzy)
7j=1

Wektory zg-t) sg realizacjami zmiennej losowej M . Parametry cq; oraz c.; realizuja
wyktadnicze zanikanie wraz ze wzrostem numeru iteracji. Algorytm LM-MA-ES dokonuje
modelowania macierzy M®, bedacej suma odchylert macierzy C; oraz C, od macierzy
jednostkowej I. Proces iteracyjnego przyblizania dotyczy wyniku mnozenia M® przez re-
alizacje zmiennej losowej M. Zamiast obliczaé¢ macierz M), by nastepnie poprzez mno-

(t)

zenie z z,  uzyska¢ wektory bazowe dz(t), metoda LM-MA-ES dokonuje bezposredniego
przyblizenia wyniku tego mnozenia. Z uwagi na wyeliminowanie koniecznosci mnozenia
macierzy w procedurze generacji nowej populacji, ostateczny poziom naktadu oblicze-
niowego metody wynosi O(nlog(n)). Z uwagi na to, ze LM-MA-ES dokonuje przyblizenia
wektorow bazowych generowanych przez algorytm MA-ES, finalny ksztatt macierzy kowa-
riancji generowanych punktéw moze sie rézni¢ od pierwotnych zatozen algorytmu CMA-
ES. Zaproponowany algorytm nie moze by¢ wiec rozpatrywany jako rozwigzanie problemu

zbyt duzego naktadu obliczeniowego metody CMA-ES dla wigkszych wymiarowosci.
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Algorytmem dokonujacym bardziej radykalnego niz LM-MA-ES uproszczenia pier-
wotnych zatozen CMA-ES, w celu redukcji naktadu obliczeniowego, jest metoda SEP-
CMA-ES[49]. Idea metody zaktada narzucenie na macierz kowariancji C* koniecznosci
diagonalnosci. Adaptacja macierzy kowariancji sprowadza sie wowczas do adaptacji od-
chylen standardowych w kazdym kierunku. Proces generowania punktéw z rozkiadem
N(0, c® ) opiera sie w takim przypadku na n niezaleznych wariancjach. Gdy macierz
C® jest diagonalna, macierz B = I dla wszystkich generacji, a wiec jest pomijalna. Ma-

cierz pierwiastkéw wartosci wlasnych jest wowczas pierwiastkiem macierzy kowariancji.

D= (C")2 (2.19)

7 uwagi na redukcje stopni swobody macierzy C*) (parametréow wymagajacych aktuali-
zacji) z ”zﬁ do n, jedna iteracja metody posiada liniowy poziom naktadu obliczeniowego
O(n). Algorytm SEP-CMA-ES nie jest odporny na obroty funkcji celu. Wektory whasne
macierzy kowariancji sa rownolegte do poszczegdlnych osi uktadu wspotrzednych. Meto-
da ta nie dokonuje przyblizenia macierzy kowariancji, lecz jej znacznego uproszczenia. Z
roOwnania wynika, ze C® = D?, a wicc metoda generuje populacje zgodnie z rozkla-
dem N(0,D?). Zgodnie z rysunkiem funkcja gestosci generowanego rozktadu posiada
tylko czesciows zdolnosé adaptacji do poziomic funkcji celu. Algorytm SEP-CMA-ES nie

moze by¢ wiec rozpatrywany jako realny krok w kierunku zmniejszenia ogdlnego poziomu

naktadu obliczeniowego bazowej metody CMA-ES.

Poprawa szybkosci zbieznoSci

Metoda CMA-ES posiada domyslng wielkosé populacji, ktora maksymalizuje tempo zbiez-
nosci dla funkcji unimodalnych, w szczegdlnosci o zle uwarunkowanym hesjanie. W przy-
padku probleméw wielomodalnych, zwigkszanie licznosci populacji wptywa na zwickszenie
prawdopodobienstwa osiagniecia optimum (rozdzial . Duze populacje sprawiaja, ze
algorytm CMA-ES staje sie wiec bardziej dostosowany do optymalizacji globalnej. Obar-
czone jest to kosztem wynikajacym ze znaczacego wzrostu liczby ewaluacji funkcji celu w
jednej iteracji, powodujac ostateczny spadek szybkosci zbieznosci procesu optymalizacji,
w stosunku do liczy wywotan funkcji celu. Istnieje wiele propozycji zarzadzania wielkoscia
populacji, by zachowujac skutecznos$é na problemach wielomodalnych, zwiekszaé¢ szybkosé

zbieznosci procesu optymalizacji.
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Autorzy metody IPOP-CMA-ES[3] proponuja rozwiazanie wprowadzajace mechanizm
restartu algorytmu potaczony ze zwickszaniem wielkosci populacji. Proces ewolucji w tak
zaproponowanej metodzie przebiega wieloetapowo, w nastepujacych po sobie sekwencjach
wywotlan bazowej metody CMA-ES. Kazda z kolejnych realizacji posiada zwiekszona po-

pulacje w stosunku do poprzednika.

A — 4 + 3in(n)
(2.20)
A@ — gA\GED
Warto$¢ mnoznika K jest parametrem metody, ktora powinna zawieraé¢ si¢ w przedziale
K €< 1.5,5 >. Badania na funkcji Rastrigina pokazuja, ze metoda osigga podobnie wyso-
kg skutecznos$é¢ dla mnoznika z przedziatu od 2 do 3. Wynik ten jest powodem sugerowanej
przez autoréw wartosci K = 2, w zastosowaniach optymalizacji globalnej metody IPOP-

CMA-ES. Proces ewolucji kazdego elementu sekwencji trwa az do osiggniecia jednego z

kilku kryteriow stopu:

1. Restart nastepuje gdy odchylenie standardowe rozktadu normalnego jest mniejsze
od Tol X we wszystkich kierunkach oraz wszystkie sktadowe wektora p{*) sa mniejsze

C

od TolX. Domys$lna warto$¢ wynosi TolX = 1072 [16, Dodatek B.3].

30n

2. Restart nastepuje gdy najlepszy punkt nie zmienit si¢ przez 10 + =" generacji, lub

zmienit si¢ w stopniu mniejszym niz Tol Fun = 107'2 [16, Dodatek B.3].

3. Restart nastepuje gdy dodanie wartoéci odchylenia standardowego 0.10®) we wio-

dacym kierunku C, nie zmieni punktu érodkowego A®.

4. Restart nastepuje gdy dodanie wartosci odchylenia standardowego 0.20® w kazdym

kierunku, nie zmieni punktu érodkowego A®).

5. Restart nastepuje gdy wartos¢ uwarunkowania macierzy kowariancji c® przekroczy

10,

Testy zaproponowanej metody dowodza, ze [IPOP-CMA-ES przewyzsza skutecznoscig ba-
zowa metode CMA-ES dla cze¢sci probleméw wielomodalnych, w tym funkcji Rastrigina.
Jednoczes$nie widoczny jest brak istotnych zmian w tempie zbieznosci oraz prawdopodo-
bienstwie sukcesu dla funkcji unimodalnych. IPOP-CMA-ES moze by¢ traktowany jako
uniwersalnie sparametryzowany algorytm CMA-ES dla nieliniowych, niewypuktych i za-

szumionych probleméw optymalizacji globalnej i lokalnej. Metoda ta nie poprawia jednak
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szybkosci zbieznosci bazowego CMA-ES, wytacza jedynie koniecznosé recznej zmiany wiel-
kosci populacji, w zaleznosci od typu optymalizowanego problemu.

Algorytm BI-POP-CMA-ES[19] wprowadza rozwiazanie majace ograniczaé¢ wielkosé
populacji, zachowujac jednocze$nie zdolnos¢ do jej wzrostu. W tym celu wprowadzone
sg dwa sposoby zarzadzania populacjg po restarcie. Pierwszy z nich jest strategia zwiek-
szania populacji, zaproponowang w metodzie [IPOP-CMA-ES. Wielkos¢ populacji w tym
podejsciu oznaczana jest jako /\% i opisana jest zgodnie z wzorem , posiadajac gor-

ne ograniczenie )\% < 51200, Druga strategia stosuje idee matych populacji zgodnie ze

1 )\(a) Ulo,1]2
(%) O [ Z2LP

gdzie Aﬁ.‘ji oznacza aktualna licznosé populacji w strategii zwigkszania populacji, a U|0, 1]

WZOre1nnl:

jest realizacja zmiennej losowej o rozktadzie jednostajnym w przedziale [0,1]. W efekcie
wielko$¢ populacji w tym sposobie jej zarzadzania jest zmienng losowa mieszczacy sie¢ w

przedziale:
. )\(a)
A e | N0 2R
S ) 2

Dziatanie metody BI-POP-CMA-ES polega na poczatkowym przydzieleniu potowy do-
stepnego budzetu kazdej ze strategii, a nastepnie wybieraniu takiej, ktora posiada wiekszy
budzet w danej chwili. Decyzja podejmowana jest po kazdym restarcie. W przypadku jed-
nakowego budzetu dla obu strategii wybierane jest podejscie zwigkszania populacji A%.
Kryteria stopu procesu ewolucji sa takie same jak w metodzie IPOP-CMA-ES, z dodatko-
wym sposobem terminacji z uwagi na liczbe iteracji. Maksymalna liczba generacji kazdego
uruchomienia strategii zalezy od licznosci populacji aktualnej strategii (zmiennej \) i wy-
nosi 100+50”—j§’. Ograniczenie to zostato wprowadzone by zapobiec dtugotrwatej eksplora-
¢ji o duzej liczbie punktow. Metoda BI-POP-CMA-ES na testowanych przez jej autorow
funkcjach unimodalnych zachowuje sie podobnie jak metoda IPOP-CMA-ES. Urucha-
miana jest jedna iteracja strategii zwigkszania populacji, ktora juz z wyjsciows wielkoscig
populacji )\(I?D) = A9 jest w stanie znalezé¢ rozwigzanie optymalne. Dzialanie BI-POP-
CMA-ES dla takich funkcji jest wiec bliskie bazowej metodzie CMA-ES. W przypadku
optymalizacji na funkcjach wielomodalnych, algorytm BI-POP-CMA-ES naprzemiennie

uruchamia obie strategie, robigc jeden krok ewolucyjny z uzyciem rosnacych populacji, a
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nastepnie kilka krokéw z uzyciem malych. Sekwencja ewolucji dla strategii zwigkszania
liczby punktow realizuje proces eksploracji przestrzeni problemu, podczas gdy podejscie
maltych populacji dokonuje eksploatacji aktualnych obszaréw przyciagania ekstreméw lo-
kalnych. Ta idea pozwala wydtuzy¢ czas trwania catego procesu ewolucji, w stosunku do
metody IPOP-CMA-ES o takim samym budzecie. Sprawia to, ze BI-POP-CMA-ES doko-
nuje poprawy szybkosci zbieznosci w stosunku do algorytmu IPOP-CMA-ES i w efekcie
do bazowego CMA-ES.

Algorytmy TPOP-CMA-ES oraz BI-POP-CMA-ES posiadaja rozszerzenia strategii,
ktére moga by¢ wdrazane podczas osiggniecia kryterium stopu. Modyfikacje NIPOP oraz
NBIPOP41] dotycza sposobu zarzadzania adaptacja dtugoéci kroku o) oraz alternatyw-
nym sposobem zarzadzania wielkoscig populacji. Pierwsza z nich jest zmiang algorytmu
IPOP-CMA-ES polegajaca na zmniejszeniu wyjéciowej dtugosci kroku ¢®, w momencie
zwickszenia licznosci populacji zgodnie z wzorem . Metoda ta oznaczana jest jako

NIPOP-CMA-ES i opiera si¢ na zmniejszeniu dtugosci kroku zgodnie z wzorem:

0
()

)
Podec

gdzie pygec jest czynnikiem zmniejszajacym krok w kolejnej sekwencji ewolucji, o sugero-
wanej wartosci pogee = 1.6. W przypadku gdy wyjéciowa dhugosé kroku o(@ jest mata,
metoda CMA-ES jest w stanie dokonaé eksploatacji mniejszych obszaréw przyciagania
lokalnych ekstreméw, podczas gdy ustawienie wickszej wartosci 0(®) moze przyspieszyé
optymalizacje w kierunku lokalnego minimum. Poczatkowo relatywnie niska wartosé kro-
ku zostanie przez algorytm adaptacji szybko zwigkszona, jesli zajdzie taka koniecznos$é
(rozdzial 2.1.2)), przywracajac domyslng zdolnosé CMA-ES do bardziej globalnej optyma-
lizacji. Drugim rozszerzeniem strategii restartu jest metoda NBIPOP-CMA-ES. Modyfi-
kacja ta dotyczy algorytmu BI-POP-CMA-ES, w ktorym strategie zwiekszania wielko$ci
populacji po restarcie zastgpiono przez NIPOP-CMA-ES. Strategia matych populacji Ag
zostata zamieniona strategia Ay losowego przydziatu statej kroku o domysélnej licznosci

populacji, zdefiniowana nastepujaco:
A e A©

o0 — 51072001

Dziatanie metody NBIPOP-POP-CMA-ES polega na adaptacyjnym przydzielaniu kwan-

tow pozostatego budzetu strategiom, a nastepnie uruchomieniu obu strategii. Jednym z
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kryteriéw restartu jest zuzycie przydzielonej liczby ewakuacji funkcji celu. Rozdziat budze-
tu nastepuje po czasie az oba podejécia osiggng kryterium stopu. Strategia, ktorej udato
sie znalez¢ najlepszy jak dotad punkt dostaje dwa razy wiecej budzetu niz druga. W przy-
padku gdy obie strategie znalazty takie samo rozwiazanie, lub gdy nie znalazty jeszcze
zadnego, kazdej z nich przydzielana jest jednakowa liczba dopuszczalnej ewaluacji funk-
¢ji celu. Parametrem metody jest domyslna wartosé wywotan funkcji celu, po ktérej ma
nastgpic¢ restart obu strategii. Liczba ta jest kwantem catkowitego budzetu przydzielone-
mu algorytmowi. Metoda NBIPOP-POP-CMA-ES realizuje, podobnie jak BI-POP-CMA-
ES, sekwencje ewolucji majaca na celu przetaczanie pomiedzy eksploracja a eksploatacja
funkcji celu. NBIPOP-POP-CMA-ES implementuje jednakze proces rywalizacji pomie-
dzy strategia zwigkszajaca populacje przy jednoczesnym zmniejszeniu wyjsciowej stalej
kroku, a bazowym algorytmem CMA-ES z losowa poczatkowa wartoscig kroku. Takie
podejscie pozwala adaptacyjne przydziela¢ wickszy budzet podejsciu skuteczniejszemu w
danej chwili. Sprawia to, ze dokonywana jest poprawa szybkosci zbieznosci w stosunku do

BI-POP-CMA-ES i w efekcie takze do CMA-ES.

2.2 Ewolucja réznicowa

Ewolucja réznicowa[h3] jest metoda ktéra pierwotnie powstata jako rozwiagzanie proble-
mu aproksymacji wielomianami Czebyszewal59, Rozdzial 1.2], w kontekscie poszukiwa-
nia wspotczynnikéw uktadu wielomianéw ortogonalnych najlepiej przyblizajacego zadang
grupe punktéw lub krzywa. Wielomiany te sa istotna czescia teorii aproksymacji, znajdu-
jac zastosowanie w interpolacji Lagrange’a. Pierwowzorem ewolucji réznicowej byt algo-
rytm genetycznego symulowanego wyzarzania[35], opracowany przez jednego z wspotauto-
roOw opisywanej w tym rozdziale metody. Zaproponowana technika rozwiazywata problem
aproksymacji wielomianowej, jednak z uwagi na niskie tempo zbieznosci, niewysoka zdol-
nos¢ eksploracji przestrzeni problemu oraz skomplikowany proces strojenia parametréw,
nie mogta by¢ postrzegana jako praktyczne narzedzie optymalizacyjne. W ramach prac
nad wyeliminowaniem wymienionych probleméw, zastgpiono binarne kodowanie przez
zmiennoprzecinkowe oraz zastosowano arytmetyke wektorowa. Tak uzyskany ciagty opty-
malizator genetycznego wyzarzania byl podstawa ewolucji roznicowej, w ktérej mutacja

opiera si¢ na dodaniu wazonego wektora réznicy dwoch losowo wybranych punktow z po-
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pulacji. Testy tak zmodyfikowanej metody wykazaty, ze mutacja roznicowa w potaczeniu
z jednorodnym krzyzowaniem oraz jednorodng selekcja par punktéw, nie wymaga wspot-
czynnika wyzarzania do zachowania rownowagi pomiedzy eksploracja a eksploatacja.
Algorytm ewolucji réznicowej (nazywany réowniez DE) jest stochastyczna metaheu-
rystyka populacyjna, ktéra optymalizuje zadang funkcje celu z uzyciem wprowadzonego
mechanizmu mutacji réoznicowej. Metoda ta jest szeroko stosowana w szczegdlnosci dla
problemow o duzej liczbie wymiaréw, gdyz jest nieskomplikowana implementacyjnie, a
do dziatania nie potrzebuje obliczania oraz estymacji gradientu optymalizowanej funkcji.
Ewolucja réznicowa nie wymaga, aby funkcja celu ¢ byla rézniczkowalna. Z uwagi na
brak koniecznosci uzycia gradientu, algorytm DE moze by takze uzywany do poszukiwa-
nia rozwigzan probleméw, ktorych funkcja celu jest nieciagta, zaszumiona lub zmieniaja-
ca sie w czasie. Ewolucja réznicowa zostala zaprezentowana jako algorytm optymalizacji
globalnej[53] i obecnie jest jedna z najszerzej stosowanych metaheurystyk, uzywanych do
poszukiwan optimum globalnego. Skutecznosci metody DE dowodzi szereg jej zastosowan

w wielu dziedzinach nauki46], takich jak inzynieria, medycyna, czy genetyka.

2.2.1 Opis algorytmu ewolucji réznicowej

Algorytmy z rodziny ewolucji réznicowej bazuja na schemacie zaprezentowanym w przez
autor6w w pierwotnym artykule[53]. Rysunek przedstawia zarys koncepcji, ktéra be-
dzie dalej nazywana wyjsciowa. Algorytm ten przetwarza populacje X ®, ktore posiadaja

(t)

A punktow. W kolejnych generacjach, dla kazdego punktu x;’, generowany jest nowy
kandydat zgt). Potomek XEHI) wybierany jest na podstawie wyniku rywalizacji wartoscia
funkcji celu, pomiedzy rozpatrywanym punktem a kandydatem. W taki spos6b metoda
tworzona jest populacja X ¢+1.

Istnieje kilka wariantow schematu algorytmu ewolucji réznicowej, ktore zostaty zapro-
ponowane przez autoréw bazowej metody. Oznaczane sa one zgodnie z przyjeta notacja
DE/R/k/C, gdzie R wyznacza sposob selekcji, k liczbe wektoréw réznicowych, a C sposéb

krzyzowania.

Selekcja

Selekcja w algorytmie ewolucji réznicowej dokonywana jest na kilku poziomach jego dzia-

tania. W poczatkowej fazie determinuje punkt Xpqse i, ktory stanie si¢ bazowym w procesie
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1t 1

2: initialize(X® = {x{", ... x{"})
3: evaluate (X))

4: while !stop do

5 fori=1to )\ do

6: define the base vector Xpgse.i

7 {rl,...,r%}NU(l,...,)\)

k
s e (0, - x)
]:

9: yﬁt) — Xpase,i T I dz(t)

10: Zz(t) <— crossover <y§t),xz(t))
11: evaluate (ZZ@)

12: if ¢ (") <q(x") then
13 X§t+1) - Z'Et)

14: else

15: thﬂ) — Xz(t)

16: end if

17 end for
18 t«—t+1

19: end while

Rysunek 2.4: Zarys algorytmu ewolucji réznicowe;j

mutacji. Punkt ten wyznaczony jest niezaleznie dla kazdego i-tego elementu populacji X ®,
stajac sie genetycznym rodzicem i-tego potomka kandydujacego kolejnej generacji. Sposéb
wyznaczania punktu bazowego jest pierwszym parametrem schematu ewolucji roznicowe;j

charakteryzujacym reprodukcje. Istnieje kilka podstawowych wariantéw selekcji:

DE/rand/k/C : W tej strategii kazdy punkt bazowy jest realizacja zmiennej losowej o
rozktadzie jednostajnym okreslong na populacji: Xpase,; = X(~0(1,...,))- Losowy sposéb
doboru punktéw bazowych zwieksza oczekiwany poziom réznorodnosci przysziej

populacji.

DE/best /k/C : Jest to podejscie, w ktérym punkt bazowy jest najlepszym punktem bie-
zacej populacji: Xpese,; = X. Nie ma koniecznodci niezaleznego wyznaczania punktu

bazowego kazdego elementu populacji, gdyz jest on identyczny dla kazdej genera-
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cji. Stosowanie takiej techniki zwieksza nacisk na eksploatacje wokot najlepszego

rozwigzania.

DE /rand-to-best/k/C : Jest to strategia taczaca podejscie DE /rand wraz ze DE /best,
w ktorej punkt bazowy jest wazona suma punktu losowego oraz najlepszego w po-
pulacji: Xpese; = (1 — 7)X(~u(,..0) + 7X. Wartos¢ v € [0, 1] pozwala kontrolowaé

zachtannos¢ strategi.

DE/current-to-best /k/C : W tej strategi wykorzystywany jest punkt bazowy wy-
znaczony z uzyciem podejscia DE /best oraz aktualny, i-ty punkt populacji X )
oznaczony jako x;. Strategia ta wymaga co najmniej dwoch wektoréw réznicowych
(k > 2). Pierwszy z wektorow jest réznica punktu najlepszego oraz aktualnego, na-
tomiast drugi oraz kolejne wyznaczane sg zgodnie ze wzorem na dgt) (Rysunek ,

linia 8): Xpgse; = X + F - (X — x;)

DE/current-to-rand/k/C : Jest to strategia podobna do DE/current-to-best, w
ktorej do budowy pierwszego wektora réznicowego uzywa si¢ punktu losowego, za-

miast punktu najlepszego. Xpase; = X; + F - (X, — x;)  gdzie 1, ~ U(1, ..., \)

Algorytm ewolucji roznicowej, tworzac punkt kandydujacy, uzywa mechanizmu mu-
tacji. W tym celu stosowany jest wybor punktéw wchodzacych w sktad wektorow rozni-
cowych. W wyjsciowym algorytmie DE, kazdy z tych punktéw jest realizacja zmiennej
losowej okreslonej na zbiorze punktéw, w ktorej: {ry,...,rar} ~ U(1, ..., A). Wartos¢ k jest
drugim parametrem schematu DE i okresla liczbe wektoréw réznicowych.

Ostateczna konstrukcja populacji dla kolejnej generacji odbywa z uzyciem determi-
nistycznej sukcesji. Punkt kandydujacy wyznaczony poprzez proces reprodukcji, mutacji
i krzyzowania, staje si¢ potomnym tylko wtedy, gdy poziom jego jakoSci jest wyzszy od
rodzica. W przeciwnym wypadku punkt rodzicielski przezywa do kolejnej generacji. Tak
zdefiniowana sukcesja zapewnia nie pogarszanie sie sredniego poziomu jakosci w nastepu-

jacych po sobie populacjach.

Mutacja réznicowa

(t)

Operator mutacji w algorytmie DE tworzy mutanta y,;’ poprzez dodanie do punktu bazo-

WegO Xpqse,i Przeskalowanej sumy wektoréw réznicowych. Zaréwno liczba wektoréw rézni-
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cowych, jak i sposob tworzenia punktu Xp,se i, 58 parametrami charakteryzujacymi zadany
schemat ewolucji roznicowej, ktére zostaty opisane w rozdziale [Selekcja].

Wektory réznicowe sg najbardziej charakterystycznym elementem metody DE, na kto-
rym bazuje operator mutacji. Sposéb budowy pojedynczego wektora polega na odjeciu od
siebie dwoch punktéow, wylosowanych z rozktadem jednostajnym z populacji X. Tak po-
wstaty wektor, mogacy w zaleznosci od parametru k£ byé¢ sumg zadanej liczby wektorow,
(t)

bierze udzial w tworzeniu mutanta y,

;. zgodnie z ponizszymi wzorami:

4% — (X(t) _ X(t))
1 — T25—1 T2;
j:

yz(t) — Xbase,i + F : dz(t)

Skutecznos$é¢ koncepcji wektorow roznicowych opiera sie na fakcie zaleznosci pomiedzy
rozktadem punktéw populacji wokot jej srodka, a rozktadem mutantéw wokoét punktu
bazowego. Odlegtos¢ pomiedzy punktami moze by¢ dobrym estymatorem réznorodnosci,
rozumianej w kontekscie liczby obszaréw przyciagania miniméw lokalnych, wokot ktorych
znajduje sie populacja. Duze wektory réznicowe mogg sugerowaé faze eksploracyjng algo-
rytmu, w ktorej punkty znajduja sie w obrebie réznych ekstreméw, zwickszajac poziom
roznorodnosci populacji. Mate odlegto$ci pomiedzy punktami mogg by¢ natomiast wskaz-
nikiem eksploatacji jednego minimum lokalnego. Fakt ten moze by¢ wykorzystany do sku-
teczniejszego zarzadzania procesem optymalizacji, np. poprzez zwiekszanie kroku w fazie
eksploatacji, a zmniejszanie go podczas eksploracji. Ewolucja réznicowa implementuje ten
mechanizm poprzez operator mutacji, uzywajacy przeskalowanej (wspétczynnikiem F') su-
my k wektorow réznicowych, utworzonych z losowo wyselekcjonowanych punktéow. W taki
sposob algorytm DE jest w stanie zastosowaé rézny krok dla réznych kierunkéw, bioragc
pod uwage lokalng dynamike funkcji celu.

Stosowanie wektorow roznicowych w procesie generacji punktéw potomnych pozwala
osiggnac¢ duzy stopien przeszukiwania przestrzeni problemu. Liczba wszystkich mozliwych
wektoréw réznicowych okreslona jest przez wzor[32]:

<2Ak> 2k! =~ O(\*) (2.21)

Powyzsza zaleznos¢ wyznacza liczno$é zbioru wszelkich mozliwych kierunkéw, ktore moga
by¢ wygenerowane przez populacje. Zwiekszanie wielkosci populacji lub liczby wektoréw

roznicowych powoduje zwigkszenie sity eksploracyjnosci metody.
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Mutacja, oparta na dodaniu do punktu bazowego przeskalowanej sumy wektoréow roz-
nicowych, powoduje uzaleznienie potomkéw od rozproszenia w populacji. Macierz ko-
wariancji rozktadu generujacego wektory réznicowe jest proporcjonalna do empirycznej

macierzy kowariancji populacji rodzicielskiej. Twierdzenie dowodzi tego faktu.

Twierdzenie 2.2.1. Jesli X = {x; : j = 1,..., A} bedzie populacjg rodzicielskq w al-
gorytmie DE (zgodnym z rysunkiem , wowczas rozktad wektorow roznicowych d;, gdy
indeksy {r1,...,mox} sq niezaleznymi realizacjami tej samej zmiennej losowej w zbiorze
{1,.., A}, a S(X) oznacza empiryczng macierz kowariancji populacji X, jest scharakte-

ryzowany przez warto$é oczekiwang oraz macierz kowariancyi rowng odpowiednio:

Eld] =0 ¥[d] =2 AA”S(X) (2.92)

Dowdéd. Jesli pojedynczy indeks j zostal wygenerowany z uzyciem zmiennej losowej o
rozktadzie jednostajnym na zbiorze {1, ..., \}, woéwczas wspéirzedne punktu x; wylosowa-
nego z X sg opisane dyskretng zmienng losows, ktorej rozktad wartosci oczekiwanej oraz

macierz kowariancji wynosza:

Bl = 13w Bhe) =2 8(0Y)

W przypadku odejmowaniu dwoch niezaleznych realizacji tej samej zmiennej losowej, jej

wartosci oczekiwane sg odejmowane, a macierze kowariancji dodawane.

FE [dz] =F 2 (Xer,l - XT‘QJ'):| = 2221 (E |:X7"2j71:| —F [XT%}) =0
S =3 Z_; (%0, x)]
SDICIENELIN)
ok [x,] = Qk)\;lS(X)
Co dowodzi 2.2.11 =

Zerowa warto$¢ oczekiwana wektorow réznicowych sprawia, ze w kolejnych genera-
cjach nie bedzie wystepowalo zjawisko dryfu genetycznego (zjawisko Wrighta), bedacego
procesem polegajacym na fluktuacji czestoéci wystepowania danej cechy w populacji, kto-

ra nie wynika z mutacji, ani sposobu selekcji. Populacje nie zostang wigc zdominowane
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przez pewne cechy (wspoélrzedne), ani zadna z nich nie ulegnie losowej eliminacji. Ma-
cierz kowariancji rozktadu generowanego przez wektory roéznicowe zalezy w najwiekszym
stopniu od ich liczby. Zwickszanie parametru k£ wplywa wiec na poziom réznorodnosci
genetycznej, poprzez zwigkszanie sity mutacji. Warto réwniez zauwazy¢, ze skoro indeksy
{r1,...,mk} sa niezaleznymi realizacjami tej samej zmiennej losowej, to w szczegdlnosci
moga one wszystkie by¢ parami rowne, co skutkowaé¢ bedzie zerowa wartoscia zmiany w

wyniku mutacji.

Wspoélczynnik skalujacy

Parametr F' w algorytmie DE petni role wzmocnienia w operatorze mutacji réznicowej. W
typowym podejéciu50] warto$¢é wspotezynnika F' jest liczba rzeczywista zawarta w prze-
dziale F' € [0, 2]. Niskie wartosci wspétezynnika F' powoduja zmniejszenie kroku ewolucji,
wykonywanego w strone wektoréw réznicowych, co moze powodowaé¢ wydtuzenie procesu
zbieznosci do optimum. Wyzsze wartosci parametru skalujacego moga wspieraé faze eks-
ploracji, zwiekszaja jednakze prawdopodobienstwo ominiecia optimum. Warto$¢ F' musi
by¢ wiec odpowiednio niska, aby zapewniaé¢ eksplorowanie miniméw o matych obszarach
przyciagania, jednocze$nie bedac odpowiednio wysoka, aby zapewni¢ poziom réznorod-
nosci populacji umozliwiajacy eksploracje. Z uwagi na to, ze operator mutacji réznicowej
posiada wbudowang zdolno$¢ samoadaptacji dtugosci kroku, wynikajaca ze sposobu two-
rzenia wektoréw réznicowych (zjawisko opisane szerzej w rozdziale [2.2.1{Mutacja rézni-
cowa]), dobdér wspotezynnika F' pehi tylko role wspomagajaca adaptacje kroku, gtéwnie
w poczatkowych fazach procesu optymalizacji. Szereg badan empirycznych wykazuje, ze
dobér zbyt duzej wartosci parametru F' moze powodowaé przedwezesna zbieznos¢[33][29],
a rekomendowana wartos¢ wspotczynnika skalujacego jest zawarta w przedziale F' € [%, 1]

138] [53] [50].

Krzyzowanie

Operator krzyzowania w algorytmie ewolucji roznicowej implementuje idee dyskretnej re-
() (t)

kombinacji pomiedzy genetycznym rodzicem x; ;. Tworzony jest punkt
(t)

i

a mutantem y
kandydujacy z;’ posiadajacy kod genetyczny bedacy kombinacja materialéw obu punk-
tow, bioracych udziat w krzyzowaniu. Definicja tego operatora genetycznego jest trzecim

parametrem schematu ewolucji roznicowej, charakteryzujacym krzyzowanie. Istniejg dwa
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najpopularniejsze warianty krzyzowania, zaproponowane przez autoréw metody DE w

pierwotnym artykule:

DE/R/k/bin : Podejscie to nazywane jest dwumianowym (ang. binomial) i polega na
losowych probach wyboru materiatu genetycznego od krzyzowanych punktow, nie-

zaleznie dla kazdej j-tej wspolrzednej (j-tego genu).
t .

0 _ yz(j) if rand(0,1) < C,

()

T ; w przeciwnym wypadku

Parametr C,., okreslajacy poziom prawdopodobienstwa wyboru wspotrzednej od mu-
tanta, jest staty dla wszystkich prob. Rozktad opisujacy zadang liczbe takich sukce-
sow jest wiec opisany rozkltadem Bernoulliego. Gdy wartos¢ C,. bedzie niska, moze sie
zdarzy¢, ze punktem kandydujacym, a w efekcie sukcesji potomkiem, stalby sie ro-
dzic xgt). Aby uniemozliwi¢ spadek réznorodnosci genetycznej populacji wymaga sie

niekiedy, aby co najmniej jedna wspétrzedna w wynikowym punkcie kandydujacym

t . .z e e . . .
zg) musiata pochodzi¢ od mutanta. Coraz czesciej jednakze, na gruncie matema-

tycznej analizy, wykazywany jest brak koniecznosci uzywania tego wymagania[l3].

DE/R/k/exp : W tej strategii, poczawszy od losowej wspéhrzednej, wyznaczany jest

przedziat wspotrzednych mutanta, ktéry jest kopiowany do punktu kandydujacego.
(t)

Punkt kandydujacy z,’ posiada wiec material rodzica genetycznego, za wyjatkiem

ciggu gendéw skopiowanych od mutanta.

o Juy i j—1€{m(modn),...,(m+1)(mod n)} .
Zi,j =
(t)

T w przeciwnym wypadku

VAN
.
N
3

Indeks m stanowi poczatkowa wspotrzedna przedziatu i jest opisany z uzyciem roz-
ktadu jednostajnego na zbiorze [1,...,n]. Wielko$¢ kopiowanego przedziatu deter-
minowana jest poprzez zmienng losowq [ opisang rozktadem wyktadniczym z praw-
dopodobienstwem sukcesu C,., w ktorym sekwencja wspotrzednych mutanta trakto-

wana jest jako bufor cykliczny.

Wielkosé populacji

Zgodnie ze wzorem [2.21] wielko$¢ populacji A ma bezpos$redni wpltyw na liczbe mozliwych

kierunkoéw wektoréw roznicowych, a wiec na potencjalng zdolnosé eksploracji algorytmu
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DE. Im wigksza populacja, tym wiecej mozliwych kierunkéw wygenerowanych przez me-
chanizm mutacji r6znicowej, ktére moga zostaé¢ eksplorowane. Nalezy jednak pamigtac,
ze wraz ze wzrostem liczby punktéw w populacji, ro$nie naktad obliczeniowy generacji, a
wiec takze przewidywany czas zbieznodci catego algorytmu. Zgodnie z zaleceniami autoréw
metody[53] wielko$¢ populacji powinna zawieraé sie w przedziale A € [3n, 10n].
Empiryczne badania[42] wplywu wielkosci populacji na jakosé optymalizacji w al-
gorytmie DE (na typowej grupie probleméw CEC opisywanej szerzej w rozdziale ,
ukazuja zalezno$¢ pomiedzy badang wielkoscig a naciskiem selektywnym. Populacje rzedu
A = 2n, w schematach z najwiekszym naciskiem na eksploatacje np. DE /best/1, wyka-
zujg najszybsza zbieznos¢, posiadajac jednoczesnie najwieksza tendencje do stagnacji lub
przedwczesnej zbieznosci do lokalnych miniméw. Z drugiej strony badania dowodza, ze al-
gorytm DE /rand-to-best /2, dla duzych populacji A = 8n oraz A = 10n, charakteryzuje
sie niewielkim ryzykiem przedwczesnego zbiegania do lokalnych ekstreméw i stagnacji,
kosztem duzo wigkszego czasu zbieznosci. Optymalny dobér wielkosci populacji zalezy

wiec od zatozonego poziomu nacisku selektywnego metody.

Naktad obliczeniowy

Jedna iteracja algorytmu ewolucji réznicowej posiada naktad obliczeniowy rzedu O(n-k-\).
Metoda DE posiada kilka czynnikow wptywajacych na taki poziom naktadu.
Generowanie wektoréow réznicowych wymaga przeprowadzenia operacji odejmowania
dwoch punktow, do czego niezbedne jest n operacji na wartosciach wspotrzednych. Liczba
wektoréw roznicowych wchodzacych w sktad sumy d,gt), ustalona przez parametr k£, mul-
tiplikuje ilo$¢ operacji. Do obliczenia sumy k wektoréw réznicowych potrzebne jest k- n

(®)

operacji dodawania. Wyznaczenie mutanta y;”’ wymaga n operacji mnozenia na dl(t) oraz
n operacji dodawania wspotrzednych wektora wynikowego 1 punktu bazowego Xpgse,i-
Niezalezny sposob generowania punktéw potomnych dla kazdego elementu populacji
sprawia, ze wielko$¢ populacji wplywa na naktad obliczeniowy. Wartos¢ parametru A mul-
tiplikuje wszystkie wyznaczone powyzej liczby niezbednych operacji. Wynikowy naktad
obliczeniowy jednej iteracji algorytmu ewolucji réznicowej jest wiec rzedu O(n - k- \) i

jest zalezny liniowo od wymiarowosci problemu.
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2.2.2 Linie rozwojowe algorytmu DE

Bazowa wersja metody DE posiada szereg probleméw, ktére utrudniaja jej uniwersalne
stosowanie. Ewolucja réznicowa jest globalnym optymalizatorem o duzej tendencji eksplo-
racji przestrzeni, ale stosunkowo niskiej zdolnosci eksploatacji znalezionego obszaru przy-
ciagania [44]. Przeklada si¢ to wprost na nizsze tempo zbieznosci w stosunku do metod
o wiekszym nacisku na przeszukiwanie lokalne (np. CMA-ES), szczegdlnie na funkcjach
unimodalnych.

Kolejnym problemem metody DE jest jej duza wrazliwos¢ na sposob parametryza-
cji. Jakos¢ wynikow uzyskiwanych przez algorytm ewolucji réznicowej zalezy od doboru
odpowiedniego wariantu metody DE. Zgodnie z analiza schematéow notacji DE/R/k/C
w rozdziale wewnetrzne parametry metody petnia kluczowa role w zarzadzaniu roz-
norodnoscia populacji oraz szybkosci zbieznosci procesu optymalizacji. Optymalny dobor
wariantu metody DE wymaga znajomosci typu funkeji celu lub podejscia eksperymental-
nego. Utrudnia to uzycie ewolucji réznicowej jako uniwersalnego optymalizatora global-
nego.

Algorytm DE cechuje sie brakiem inwariantnosci rotacyjnej[12] - metoda nie posiada
wtadciwosci niezmiennosci poziomu skutecznosci, przy obrotach optymalizowanej funkcji
celu. Inwariantnos¢ tyczy sie zachowania poréwnywalnej wydajnosci optymalizacji, przy
przeksztatceniach jednorodnych funkcji celu. Klasyczny algorytm ewolucji roznicowej po-
siada zdolno$é¢ inwariantnosci przy skalowaniu i translacjifdh]. Brak inwariantnosci przy
obrotach funkcji celu wynika z zastosowania operatora krzyzowania, ktéry wymienia ma-
terial genetyczny punktéw wzdtuz osi uktadu wspotrzednych przestrzeni problemu. Roz-
bieznos¢ w skutecznoéci optymalizacji metody DE przy obrotach funkcji celu uniemozliwia
skuteczng parametryzacje algorytmu, nawet w kontekscie jednej grupy probleméw. Ten

fakt utrudnia uzycie ewolucji roznicowej jako uniwersalnego optymalizatora globalnego

Poprawa szybkosci zbieznosci

Jednym ze sposobéw zwigkszenia tempa zbieznosci metody DE jest poprawa sposobu do-
boru jej parametrow. Zgodnie z opisem algorytmu w rozdziale [2.2.1], metoda posiada kilka
wspotezynnikéw, ktorych wybor wplywa bezposrednio na réwnowage pomiedzy eksplo-
racja a eksploatacja oraz zdolnos¢ wydtuzania kroku. Kombinacja przyjetego schematu

DE/R/k/C, prawdopodobiefistwa sukcesu w krzyzowaniu C,., wspélezynnika skalujace-
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go F' oraz wielkosci populacji A, charakteryzuje sposob dzialania metody DE. Istniejg
prace[56] dokonujace klasyfikacji sposobéw strojenia algorytméw ewolucji réznicowej, w
oparciu o zaproponowang taksonomie, w kontekscie parametryzacji pojedynczej genera-
cji. Takie podejscie jest pewnym gotowym przepisem, umozliwiajacym tatwiejsze osiaga-
nie zatozonej charakterystyki dziatania metody DE. Z uwagi na to, ze uzyskiwana takim
sposobem strojenia jakos¢ nie wykracza poza mozliwosci klasycznego algorytmu ewolucji
roznicowej, poprawa szybkosci zbieznosci jest wiec tylko wzgledna. Znane sa metody im-
plementujace automatyczny proces strojenia, traktujac parametry, ktére majg wartodci
state w bazowej metodzie DE, jako dynamicznie zmienne. Algorytm SADEJ48] samo-
dzielnie dobiera wspotczynniki C,. oraz F', losujac je z rozktadem normalnym o niskiej
wariancji, dla kazdego punktu z osobna.

Kolejnym sposobem poprawy szybkosci zbieznosci jest rozcigganie populacji w kierun-
ku najwiekszej poprawy. Algorytm JADE[61] wprowadza nowy wariant reprodukeji do no-
tacji DE/R/k/C. Zaproponowana przez autoréw strategia DE/current-to-pbest/k/C
proponuje wykorzystanie archiwalnych punktéw gorszej jakoséci z poprzednich generacji.
Punkty te sg punktami kandydujacymi, ktére przegraty z rodzicem podczas sukcesji, two-
rzac zwiekszajace sie co generacje archiwum, oznaczane przez A. Wzor tworzacy mutanta

yft) w algorytmie JADE wyglada nastepujaco:

yz(t) — Xrand; + F- (ip - Xrand1) + F- (XrandQ - Xr]iz%g)? gdZie Xrandy, = X(NU(I"“’)‘))'

Punkt X” wyznaczany jest na podstawie p procent punktow biezacej populacji P. Punkty

PUA

rana losowane sa z rozktadem jednostajnym odpowiednio, tylko z biezacej po-

Xrand;, OTAZ X
pulacji P, oraz ze zbioru zsumowanej populacji P z archiwum A. Zaproponowana przez
autoréw strategia DE/current-to-pbest /k/C jest generalizacja strategii DE /current-
to-best /k/C(Rozdzial 2.2.1[Selekcjal), z wykorzystaniem archiwum punktéw dostarcza-
jacym dodatkowej informacji o kierunku postepu optymalizacji. Dodanie do wzoru na
(t)

punkt bazowy vy, ’ czynnika przeciagajacego go w kierunku poprawy jakosci, z perspekty-

PUA

rand gorszej jakosci z poprzednich generacji, zwieksza zachtan-

wy archiwalnych punktéw x
nos¢ dziatania metody. Zwiekszenie szybkosci zbieznosci, w stosunku do klasycznego DE,
bedzie przy takim podejsciu zaleze¢ od modalnosci optymalizowanej funkcji. Im wiecej
ekstreméw posiadaé bedzie funkcja celu, tym gorzej bedzie sie sprawdzaé podejécie za-

chtanne. Z tego powodu algorytm JADE powinien by¢ postrzegany jako rozszerzenie puli

wariantéw ewolucji réznicowej, ktore tylko dla pewnych typéw probleméw moze poprawic
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szybko$¢ zbieznosci.

Zmniejszenie wrazliwosci na parametryzacje

Sposobem na zmniejszenie wrazliwo$ci metody DE na sposob jej parametryzacji jest im-
plementacja mechanizmu automatycznego strojenia. Metoda jDE[10] wprowadza mecha-
nizm zmieniajacy w czasie dzialania algorytmu wartosci podstawowych parametréw me-
tody DE. Mechanizm zaimplementowany w jDE umozliwia przydzielanie réznych warto-
Sci wspotezynnika skalujacego F' oraz prawdopodobienstwa krzyzowania C)., dla kazdego
punktu populacji, ktéry jest uzywany do tworzenia wektoréw roznicowych. Poczgtkowo
parametry te sg inicjowane wartosciami: F' = 0.5, C,. = 0.9. Wartosci parametrow da-
nego punktu sa dziedziczone od rodzica z poprzedniej generacji, z zaimplementowanym
mechanizmem mutacji. Kazdy z dziedziczonych parametrow moze by¢ zmieniony losowo z
pewnym rozktadem prawdopodobienstwa. Tak zmodyfikowane parametry mogg by¢ prze-
kazane do punktu w kolejnej generacji tylko wtedy, gdy punkt kandydujacy z sukcesem
przejdzie proces rywalizacji. Algorytm jDE dokonuje automatycznego doboru tylko dwoch
podstawowych parametrow parametrow - F' oraz C,., gdy w niektorych strategiach para-
metréw do strojenia moze by¢ wiecej. Proces doboru nowych wspoétezynnikow F oraz C.,
implementujacy dziedziczenie w efekcie wykorzystuje tylko wiedze lokalna, z poprzedniej
populacji, nie zapisujac i nie uwzgledniajac historycznych udanych ustawien parametrow.

Algorytm SHADE[57] proponuje technike adaptacji parametréow dla DE, ktora wyko-
rzystuje pamie¢ udanych ustawien parametréow do wyboru przysztych wartosci parame-
trow. Metoda SHADE dokonuje adaptacji parametrow wraz z kazda kolejng generacja.
SHADE jest rozszerzeniem algorytmu JADE (opisanego w podrozdziale [Poprawa
szybkosci zbieznosci]), ktéry wykorzystuje archiwalne punkty z poprzednich generacji do
aktualizacji parametrow rozktadu generujacego wspotezynniki F' oraz C)., zgodnie z roz-
ktadem normalnym. W algorytmie JADE historyczne punkty stuzag tylko do aktualiza-
cji parametréw dwoch rozktadéw normalnych - sredniej puogr w rozktadzie generujacym
prawdopodobienstwa krzyzowania oraz $redniej pp w rozktadzie generujacym wspotczyn-
nik skalujacy. Autorzy metody SHADE zaproponowali rozwiazanie adaptacji parametrow
opartej na przechowywaniu historii wspétczynnikow punktow zwycigskich. Zamiast ge-
nerowa¢ nowe parametry losowo, w oparciu o pewne rozktady wokét srednich pog i pp,

SHADE uzywa pamieci historycznej Mogr, Mg, ktéra przechowuje zestawy parametrow
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C, oraz F', ktore dobrze dziataly w przesztoéci. Nowe parametry C, oraz F', dla bieza-
cej populacji, generowane sa poprzez bezposrednie probkowanie przestrzeni parametréw
w poblizu jednej z tych przechowywanych par Mcgr i Mp. Metoda SHADE implemen-
tuje rzeczywista adaptacje parametréw F' oraz C). sprawiajac, ze ich dobdr nie wymaga
znajomosci typu funkcji celu. Niestety ten mechanizm adaptacyjny dotyczy tylko dwoch
podstawowych parametréw DE, wybor typu strategii oraz jego parametréw dalej wymaga
podejscia eksperymentalnego, co utrudnia uzycie ewolucji réoznicowej jako uniwersalnego
optymalizatora globalnego.

Adaptacja parametréw w metodzie SHADE wymaga zbudowania historii wspotczyn-
nikow punktow zwycieskich. Oczekuje sie, ze metoda bedzie dziataé¢ tym skuteczniej im
wigcej punktéw w historii bedzie si¢ znajdowa¢. Wskazane jest, aby poczatkowe popula-
cje bylty duze, a pdzniejsze populacje malaty wraz z kazda kolejng generacja. Algorytm
L-SHADE[58] jest rozszerzeniem metody SHADE o technike liniowej redukeji wielkosci
populacji, ktora w kazdej kolejnej generacji zmniejsza liczno$é populacji, zgodnie z liniowg,
zaleznoscig. Idea ta pozwala na zwiekszenie skutecznosci dziatania mechanizmu adaptacji
oraz lepsze roztozenie nacisku selektywnego, w poczatkowych fazach optymalizacji skie-

rowanego na eksploracje i z kazda kolejng generacja dazacego do eksploatacji.
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Rozdziat 3

Definicja algorytmu réznicowej
strategii ewolucyjnej i analiza jego

wlasciwosci

Charakterystyki algorytméw CMA-ES oraz ewolucji réznicowej przedstawione w rozdzia-
le 2| ukazuja istotne ograniczenia metod z tych rodzin, w kontekscie ich uzycia do opty-
malizacji globalnej. Iteracyjne przyblizanie dodatnio okreslonej macierzy kowariancji w
strategii CMA-ES obarczone jest duzym poziomem naktadu obliczeniowego. Tym samym
mechanizm implementujacy pozadana wtasnos¢ dla wszystkich algorytmow optymalizacji
stochastycznej (rozdzial , czyli dopasowywanie sie do poziomic funkcji celu, ogranicza
dziatanie metody CMA-ES w zakresie jej stosowania w problemach o duzej liczbie wymia-
row. Klasyczna ewolucja roznicowa natomiast, implementujac mechanizm stochastycznego
roznicowania punktow, posiada naktad obliczeniowy liniowo zalezny od wymiarowosci, a
wiec moze by¢ tatwiej niz CMA-ES wykorzystywana dla wielowymiarowych problemdw.
Metoda ta nie posiada jednak wykazanej wprost cechy dopasowywania sie do poziomic
funkcji celu i moze takze manifestowa¢ duzg zaleznosé skutecznosci dziatania od obrotéw,
badz ksztattu funkeji celu. Wydaje sie, ze idealnym tacznikiem pomiedzy tymi dwoma ro-
dzinami metaheurystyk byltby algorytm, ktory implementowaltby sposéb dziatania metody
CMA-ES i ceche dopasowania do ksztattu funkcji celu, uzywajac do tego nieskompliko-
wanej numerycznie idei mutacji réznicowej. Ponizszy rozdzial jest definicjg algorytmu
wpisujacego sie w te idee, bedacego potaczeniem metody CMA-ES z ewolucja réznico-

wa i wprowadzajacej metode réznicowej strategii ewolucyjnej — DES (ang. Differential
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FEvolution Strategy).

Jak dotad w literaturze z dziedziny algorytméw ewolucji réznicowej oraz CMA-ES
spotka¢ mozna zaledwie kilka koncepcji przedstawiajacych mozliwos¢ wspotdzielenia me-
chanizméw pomiedzy tymi rodzinami metod. Autorzy podejs¢ HybridCMAESandDE[34]
oraz MMOED[51] proponuja cykliczne przetaczanie pomiedzy populacjami, w ktoérych
punkty generowane sa przez CMA-ES oraz DE. W metodzie SPACMA[43] strategia mu-
tacji zaproponowanego algorytmu jest kombinacja mutacji roznicowej oraz reguty gene-
racyjnej CMA-ES. Idea Sciezki ewolucji wykorzystywanej przez CMA-ES (rozdziat
zostata natomiast wykorzystana przez algorytm DEEP[37] do wzbogacenia formuly gene-
rowania nowych punktow, poprzez dodanie skumulowanego wektora przesunie¢ punktow
srodkowych. Wszystkie z przytoczonych metod sa pewnym sposobem przeplatania ewo-

lucji réznicowej i CMA-ES, a nie rzeczywistym potaczeniem obu metod w jedna.

3.1 Definicja algorytmu DES

Algorytm ewolucyjny bedacy przedmiotem niniejszej rozprawy doktorskiej, jest metoda
generujacg populacje zgodne co do parametrow rozkltadu z CMA-ES, lecz bez koniecz-
nosci uzywania kosztownych przeksztatcen algebry macierzowej. Idea opiera si¢ na two-
rzeniu punktéw potomnych bedacych kombinacja wektoréow réznicowych (pomiedzy loso-
wo wybranymi punktami rodzicielskimi) oraz losowego wektora o rozktadzie normalnym
(wygenerowanego zgodnie z kierunkiem przesunieé¢ srodka populacji przed i po selekcji).

Algorytm dodatkowo uzywa archiwum populacji oraz punktéw érodkowych przesztych ge-

neracji. Twierdzenia [2.1.1| oraz [2.2.1| ukazuja podobienstwo pomiedzy empirycznym roz-

ktadem generowanym przez CMA-ES, a rozktadem punktéow generowanych przez wektory
roznicowe w algorytmie DE. Ponizszy rozdzial definiuje algorytm réznicowej strategi ewo-
lucyjnej (DES) oraz dowodzi mozliwosci zachowania wtasciwosei adaptacji empirycznej
macierzy kowariancji i generowania kolejnych populacji z rozktadem zgodnym z CMA-ES,
bez koniecznosci obliczania, estymacji oraz nawet przechowywania zdefiniowanej explicite
macierzy kowariancji.

Zgodnie z twierdzeniem [2.1.1] réwnanie na macierz kowariancji w algorytmie
CMA-ES bazuje na wazonej sumie empirycznych macierzy kowariancji punktéw z po-

przednich generacji oraz na macierzy rank-1 (opisanej w rozdziale [2.1.2)), opierajacej sie
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na wazonej sumie przesunie¢ punktow srodkowych. Twierdzenie [2.2.1] pokazuje sposéb
modelowania macierzy kowariancji, tym samym pierwszej czesci formuty (2.12). Sposéb
modelowania drugiej czesci réwnania, a wiec macierzy rank-1, ukazuje ponizsza obserwa-

cja.

Obserwacja 3.1.1. Jesli v = [£,0,...,0]7 € R™ oznaczaé bedzie losowy wektor, gdzie
& ~ N(0,1) jest zmienng losowq o rozkladzie normalnym standaryzowanym, oraz jesli
macierz B = { b 0 ... } bedzie macierzq przeksztalcenia liniowego, gdzie b € R™ jest
wektorem kolumnowym, wowczas wektor losowy w = Bv jest scharakteryzowany przez

warto$é oczekiwang réwng zero oraz macierz kowariancji X[w] = bb'.

Dowéd. Wektor losowy v jest scharakteryzowany przez wartos¢ oczekiwang rowng zero

oraz macierz kowariancji w postaci:

Macierz kowariancji wektora w moze by¢ wiec przedstawiona w postaci:
Y[w] = Z[bv] = bX[v]b" = bb'"
co dowodzi B.1.11 [

Wynika z tego, ze jest mozliwe generowanie losowych wektorow o macierzy kowarian-
cji bb", poprzez wymnozenie standaryzowanej zmiennej losowej o rozkladzie normalnym
przez wektor b. Naturalng konsekwencja obserwacji [3.1.1] jest wyjasnienie, w jaki spo-
s6b algorytm CMA-ES akumuluje kolejne wektory przesunigcia nastepujacych po sobie
wektoréw punktéw srodkowych[27][47]. Wazona suma w z k niezaleznych jednowymia-
rowych zmiennych losowych o rozktadzie normalnym §;, wagach p;, wymnozonych przez

odpowiadajace im wektory b; przyjmuje postac:

k
W = Z pi&ib;
i=1

oraz jest scharakteryzowana rozktadem z zerowa wartoscia oczekiwang i macierza kowa-
riancji wynoszaca:

K
Sw] => p’bb]
)
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Innym sposobem agregacji jednowymiarowych wektoréw losowych do postaci macierzy
kowariancji jest uzycie losowej kombinacji tych wektorow. Niech b, e R" dlai=1,... )k
bedzie zbiorem wektoréw, a ( bedzie zmienng losowa opisana rozkltadem prawdopodo-

bienstwa Prob[¢( =] = p;,i = 1,..., k. Wéwczas wektor v zdefiniowany jako:

vV = b( . 5
gdzie £ ~ N(0,1) jest zmienna losowa o rozktadzie normalnym standaryzowanym, opisany
jest rozktadem z zerowa wartoscig oczekiwang i macierza kowariancji wynoszaca:

k
vl => pbb]

i=1

Obserwacja[3.1.1 oraz jej opisane konsekwencje, stwarzaja mozliwo$¢ modelowania ma-

cierzy rank-1. Ten fakt, wraz z twierdzeniami [2.1.1|oraz [2.2.1] daje mozliwos¢ zachowania

wtasciwosci adaptacji empirycznej macierzy kowariancji i generowania kolejnych populacji
z rozktadem zgodnym z CMA-ES, bez koniecznosci uzywania skomplikowanego oblicze-
niowo procesu obliczania lub estymacji macierzy kowariancji. Metody implementujace te

obserwacje sg przedmiotem ponizszych podrozdziatow.

3.1.1 Metoda CMA-DE

Algorytm CMA-DE (ang. Covariance Matriz Adaptation - Differential Evolution) mode-
luje proces adaptacji macierzy kowariancji, tak aby rozktady generowanych punktow w
kolejnych populacjach byty zgodne, co do parametrow rozktadu, z metodg CMA-ES. Ry-
sunek [3.1] ukazuje zarys CMA-DE. W kazdej generacji metoda ta jest scharakteryzowana
poprzez populacje, ktora zawiera A losowo wygenerowanych punktéw. Po ewaluacji, tylko
grupa g najlepszych punktéw przechodzi selekcje i bierze dalszy udzial w procesie re-
produkeji. Nastepnie punkt érodkowy m®* bedacy wazona érednia tej grupy punktow,
pozwala wyznaczy¢ wektor A®) wyrazajacy przesuniecie pomiedzy punktami érodkowymi
obecnej i poprzedniej generacji oraz jego ostateczne skumulowanie w wektorze p®. Punkt
srodkowy m**) staje sie punktem wyjsciowym w procesie generowania calej nowej po-
pulacji A mutantéw, ktéra bedzie stanowi¢ wejscie w kolejnej iteracji procesu ewolucji.

(t)

Proces generowania mutantéw opiera sie na wyznaczaniu wektoréow réznicowych d;”, z

ktorych kazdy jest wazong suma czterech elementow:

1. wektora roznicowego pomiedzy pomiedzy punktami z grupy p najlepszych z iteracji

t—’7'3
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2. iloczynu wektora przesunigcia punkéw srodkowych z generacji ¢ — 7 oraz zmiennej

losowej o rozkladzie normalnym standaryzowanym,

3. iloczynu wektora kumulujacego przesuniecia punkow srodkowych z generacji t — 7

oraz zmiennej losowej o rozktadzie normalnym standaryzowanym,

4. wielowymiarowego wektora losowego o rozktadzie normalnym standaryzowanym.

Indeksy 71, 79,73 ~ G, (1,...,t) sa losowane zgodnie z rozkladem geometrycznym, prze-
skalowanym do zakresu 1, ...,t, w ktorym prawdopodobienstwo wylosowania generacji 7

WYnosi:
P{T} = QCcoyp * (1 - Ccov)t_T; T € {]., ,t}

L___ jest wspotczynnikiem normalizujacym, ktéry gwarantuje sumowanie

gdzie a = T’

sie prawdopodobienstw do jednosci.

Algorytm CMA-DE w tak zaproponowanym formacie, modeluje proces adaptacji punk-
tu $rodkowego m® oraz macierzy kowariancji zgodnie z metodg CMA-ES. Wtasnoéé ta
jest sformutowana w postaci ponizszego twierdzenia, ktére ukazuje jak rozktad wektorow
roznicowych generowanych przez CMA-DE aproksymuje wielowymiarowy rozktad nor-

malny uzywany do generowania punktéw przez CMA-ES .

Twierdzenie 3.1.2. Rozkiad prawdopodobienistwa uzywany do generowania wektorow roz-
nicowych dgt) w algorytmie CMA-DE jest scharakteryzowany przez warto$é oczekiwang

oraz macierz kowariancji réowne odpowiednio:

Eld"] =0 (3.1)

[ — g
t T
+a 2(1 - Ccov)t_Tp(T) (p(T))
T=1
t
00 31— o) TAD (AD) 4 (1 ) T (3.2)

E[x"-x"] =0 (3.3)
=[x -] = 28 (1) (3.4
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1: t— 1, p(0)<—0

2 inicjacja(X(l) = {xﬁ”, ...,xg\l)})

3: m(l) = l
i=1

4: evaluacja(X(l))

5. while !stop do
6: m+ = l zu:xgl)
2 =1 '
7. A® M) _p®
8 p)— (1-— cc)p(t_l) + 1/ pce(2 — CC)A(t)
9: fori=1to Ado

10: 71,72, 73 ~ Ge,, {1, ..., 1}

11: Jok~U(1, ...,

122 dY /25 p™) . N(0,1)

13: —E-A™) . N(0,1)

14: +y/ g (x§T3) _ x,(f‘))
15: (1 = Ceop)? - N(0,1)

16: X m+D) 4 q)

17:  end for
18: evaluacja(X(t“))
19: t—t+1

20: end while

Rysunek 3.1: Zarys algorytmu CMA-DE, ktéry modeluje proces adaptacji macierzy ko-
wariancji zgodny z metoda CMA-ES.

Z obserwacji [3.1.1 wynika, ze:

Ep™ -N(0,1)] =0 (3.5)
Sp™ - N0, 1)] = p (p7)' (3.6)
E[AT . N(0,1)]=0 (3.7)
2AT . N(0,1)] = A7 (A0 (3.8)

Wektor réznicowy dgt) jest zdefiniowany jako wazona Srednia czterech niezaleznych

losowych czynnikéw, ktérych wartosci oczekiwane sa zgodnie z (3.3)), (3.5)) oraz ([2.15))
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rowne zero, stad:
Eld] =0 (3.9)

co dowodzi (3.1]).

. . ;s 1 2 t . :
Niezaleznos¢ czynnikow wchodzacych w sktad dg ) pozwala na wazone sumowanie ma-

cierzy kowariancji:

+ Z ACeop (1 = Coop) ™2 [ YNGR N(0, 1)1
=1 QCcov
t
t—m Cu (73) (13)
" 7-32—1 accov(l N CCOU) > [ 2accov (Xj * )]
(1= cen)' - T (3.10)

Po zmianie indeksow i ekstrakcji mnoznikow otrzymujemy wzor:

t

B [d] =3 (1 = o) TS [p7 - N (0,1)]

T=1

+ iu — o) T, B [AT N (0,1)]

S0 [ =)

+ (1 = Ceon)' - T (3.11)

Zastosowanie twierdzen [2.2.1] oraz [3.1.1| prowadzi do:

2 {dgt)] = i(l - Ccov>t7T61p(T) (p(T))T

T=1

i — Ceon)' Ty A (A(T))
t

e o s (o)

+ (1 = Ceon)' - T (3.12)

Co dowodzi (3.2)).
O

Powyzsza prawidtowos¢ oraz twierdzenie dowodzi identycznosci macierzy kowa-

riancji w kolejnych populacjach w algorytmach CMA-DE oraz CMA-ES (przy zatozeniu

23



jednakowych wag we wzorze ((2.7))):
»[d"] £c® (3.13)

Jesli w populacji (t) macierze te byty identyczne w obu algorytmach, to w populacji (t+1)

rowniez beda identyczne.

Zgodnie z twierdzeniem [3.1.2 pierwsze trzy czynniki sumy wchodzace w sktad ¥ {d(t)}

sa wynikiem procedury wygtadzania wyktadniczego przesztych warto$ci macierzy kowa-
. .o . . . T T . . .

riancji empirycznej S (X ;(f))v macierzy p{”) (pg)) oraz A" (A(T)> . Takie dzialanie wy-
maga utrzymywania historii wszystkich przesztych populacji oraz przesunie¢ punktéow
srodkowych. W generacji t sumaryczna liczba wartosci pamietanych przez metode jest
rzedu (u+ 1) -t-n, co moze powodowaé duze zapotrzebowanie pamieciowe. Taki problem
nie wystepuje w algorytmie CMA-ES, gdyz stan macierzy kowariancji w danej iteracji

akumuluje juz wszystkie poprzednie stany.

3.1.2 Metoda DES

Algorytm Roéznicowej Strategii Ewolucyjnej DES (ang. Differential Evolution Strategy)
jest modyfikacja metody CMA-DE, zwiekszajaca efektywnos$¢ optymalizacji opartej na
modelowaniu macierzy kowariancji oraz ograniczajacg naktad pamieciowy. Metoda imple-
mentuje modelowanie macierzy kowariancji inspirowane algorytmem CMA-ES, bazujac
na rozwigzaniach wykorzystywanych w CMA-DE.

W celu ograniczenia zapotrzebowania pamieciowego, DES uzywa prostej idei sredniej
kroczacej, zamiast mechanizmu wygtadzania wyktadniczego, do wyznaczania macierzy

(®)

wektorow roznicowych d;”. Metoda wykorzystuje okno czasowe H przesztych generacji,
a wiec liczba wartosci liczbowych pamietanych przez przez metode w generacji ¢, gdy
t > H, jest rzedu p - H - n. Takie podejscie, przy odpowiednio dobranym parametrze
H, pozwala znaczaco ograniczy¢ zapotrzebowanie pamig¢ciowe, zachowujac jednoczesnie
wlasnosé efektywnej akumulacji przesztych populacji. Zgodnie z (3.12)) wplyw odlegtych
historycznie populacji 7 w algorytmie CMA-DE zmniejsza sie wyktadniczo wraz ze wzo-
rem (1 — c.,)'" 7, gdzie ¢ jest aktualng liczbg wszystkich generacji. Wplyw na aktualny
ksztalt macierzy kowariancji juz dziesiatej historycznej populacji, wynosi mniej niz 0.1%:
(1-0.5)'% 2~ 0.0009 dla ¢, = 0.5. Oznacza to, ze praktyczne oddzialywanie historycznych

populacji moze zosta¢ ograniczone do niewielkiego podzbioru H przesztych generacji, po-
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1. t«—1

2:

10:

11:

12:

13:

14:

15:

16:

17:

18:

19:

20:

21:

22:

23:

initialize (X(l) = {xgl), x })

(1) 1§:m
= — X
)\ =1 '

evaluate(X(l), m(l))

while !stop do

1M
m®D — = sz('l)
M=

A® D _ gy ®

if t =1 then

p® — A®
else

p® — (1—¢,)pt=D + \/mAu)
end if

fori=1to A do
pick at random 7y, 79,73 € {1,..., H}
Jok~U(1,...,p)
dgt) — /% (th—n) — X](:_Tl)>
+/aA™) L N(0,1)
T et N (0, 1)
(1 = Ceon)’? - N(0,1)
Xl(t+1) — mtt) 4 dz(t)
end for

evaluate (X(Hl)7 m(t+1))

t—t+1

24: end while

mijajac odlegte czasowo populacje. Wielkos¢ H powinna zosta¢ dobrana eksperymentalnie,

w zaleznosci od innych wspotezynnikéw, typowo nie przekraczajac wartosci H = 10.

dacym srodkiem aktualnej populacji. Cecha ta, obarczona bardzo niskim kosztem tylko

jednej dodatkowej ewaluacji na generacje, pozwala zazwyczaj zwiekszy¢ jakos¢ ostatecz-

Rysunek 3.2: Zarys algorytmu DES

Dodatkowa wlasnoscig metody DES jest ewaluacja funkeji celu w punkcie m®, be-

nych wynikéw procesu optymalizacji[l].
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Rysunek prezentuje zarys algorytmu DES, w ktérym widoczne sg opisane wyzej
mechanizmy. Linia 22 ukazuje dodatkowa ewaluacje punktu srodkowego, a w linii 14 wi-
doczne jest losowanie numeréw historycznych populacji, ze zbioru ograniczonego tylko
do H ostatnich generacji. Zaproponowane zmiany w stosunku do algorytmu CMA-DE
nie zmieniajg wtasciwosci modelowania procesu adaptacji macierzy kowariancji zgodnego
z metoda CMA-ES. Ponizsze twierdzenie dowodzi tej tezy ukazujac, jak rozktad wekto-
row roznicowych generowanych przez DES, aproksymuje rozktad wektoréow réznicowych

w algorytmie CMA-DE.

Twierdzenie 3.1.3. Rozkiad prawdopodobienstwa uzywany do generowania wektorow roz-
nicowych dl(-t) w algorytmie DES jest scharakteryzowany przez zerowq warto$¢ oczekiwang

oraz macierz kowariancji rouwng:

ca AD (A(T)) F (1 = Coon)'T (3.14)

Dowdéd. Jedynymi réznicami w sposobie generowania wektorow réznicowych dz(t) w CMA-
DE oraz DES jest rozktad prawdopodobienstwa wylosowania pary punktow z przesztych
populacji, przesztych historycznie punktéw érodkowych m® oraz wektoréw przesunieé
punktéw srodkowych A®). Szereg transformacii - moze by¢ wiec analogicz-
nie zastosowany, gdy zmienione zostang sktadniki sumy z acepy(1 — Ceoy)'™" do 1/H oraz
oznaczenie stalej bedacej wspoétezynnikiem wagowym tych sktadnikéw z ¢, do cq. W efek-
cie, wektory réznicowe posiadajg oczekiwang warto$¢ rowng zero oraz oczekiwang macierz

kowariancji rowna:

] = 3 - o)
+ i;“ —L.s (D))
-
+ (1= o) -1 (3.15)
Po reorganizacji indeksow otrzymuje si¢ . O]
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Powyzsza prawidtowos¢ oraz twierdzenie dowodzi podobienstwa formut gene-
rowania wektorow réznicowych w algorytmach CMA-DE oraz DES. Wynika z tego, ze
zaproponowana metoda DES modeluje proces adaptacji macierzy kowariancji analogicz-

nie do metody CMA-ES. Podobnie wiec jak CMA-ES[28], metody CMA-DE oraz DES sg

niewrazliwe na translacje, rotacje, odbicia i skalowania funkcji celu.

3.2 Ilustracja dziatania algorytmoéw DES i CMA-DE

Twierdzenia [3.1.3] oraz [3.1.2] odpowiednio dla metod DES oraz CMA-DE, potwierdzaja

podobienistwo procesu modelowania macierzy kowariancji z metoda CMA-ES. W przy-
padku metody DES sg jednak trzy réznice w stosunku do CMA-ES. Pierwsza z nich
jest uzycie mutacji roznicowej, ktora bazuje na mieszaninie jednowymiarowych rozktadow
normalnych, wzdtuz wektorow przesunie¢ punktu srodkowego populacji, a nie na wielowy-
miarowym rozkladzie normalnym (jak dzieje sie to w CMA-ES). Takie potaczenie rozkta-
dow oraz dodanie addytywnego standaryzowanego normalnego szumu wielowymiarowego
sprawia, ze ostateczny rozklad generowanych punktéw metody DES jest wprawdzie cia-
gly, jednak realizowany inaczej niz w bazowym algorytmie CMA-ES. Kolejnymi réznicami
jest ewaluacja punktu srodkowego w kazdej generacji oraz brak adaptacji dtugosci kroku.

Algorytm CMA-ES zostal scharakteryzowany przez swoich autoréow jako efektywna
metoda optymalizacji lokalnej, ktéra posiada réwniez dobre wlasciwos$ci podczas opty-
malizacji globalnej. Ponizsze podrozdziaty maja zilustrowa¢ dziatanie zaproponowanych
metod CMA-DE oraz DES, w kontekscie prawidlowosci odwzorowania cech ewolucyjne;
strategii adaptacji macierzy kowariancji, oraz w kontekscie skutecznosci dziatania na pro-

blemach optymalizacji lokalne;j.

3.2.1 Dynamika zmian wartos$ci wlasnych macierzy kowariancji

generowanych punktow

Jednym ze sposob6w badania jakosci dopasowywania si¢ metody do poziomic funkcji celu
w optymalizacji lokalnej, jest obserwacja dynamiki zmian wartosci wtasnych empirycz-
nych macierzy kowariancji w kolejnych generacjach. Autorzy metody CMA-ES uzyli tej
techniki ([I7][Rozdzial 5]) do wykazania poprawnosci adaptacji macierzy kowariancji. W

ponizszym rozdziale badanie to zostanie powtorzone dla metod CMA-ES, CMA-DE oraz
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DES, w celu wykazania podobienstwa, co do parametrow, rozkltadéw punktow generowa-
nych przez te algorytmy.

Eksperyment ten polega na empirycznym wykazaniu zmiany poczatkowej macierzy
kowariancji C¥ do postaci zgodnej z poziomicami funkeji celu zadanej, wypuklej funkeji
kwadratowej (o dodatnio okreslonej macierzy Hessego H) postaci:

q(z) = 2" Ha

1

a(w) = qa(w) = 3 10°r - (@)’

Aby warunek ten moégt by¢ spelniony macierz kowariancji w jednej z kolejnych generacji

musi staé¢ sie¢ wprost proporcjonalna do odwrotnosci hesjanu funkcji g4(x) (tabela :
CxH!

Populacja startowa dla kazdego testowanego algorytmu jest populacja punktéw wygene-
rowanych zgodnie z rozktadem jednostajnym w przedziale [0.1,0.3]". Macierz kowariancji
rozkladu generujacego populacje startowa jest macierza diagonalng C© = diag(0.00(3)).
Poprzez $ledzenie wartosci wtasnych empirycznych macierzy kowariancji kolejnych popula-
¢ji generowanych przez badane algorytmy mozna stwierdzié¢, czy i kiedy osiggna one wyma-
gane wartosci, a wiec czy metoda skutecznie realizuje proces adaptacji do poziomic funkcji
celu. Z uwagi na to, ze wartosciami wtasnymi kazdej macierzy diagonalnej sa wszystkie
wspolezynniki lezace na jej gléwnej przekatnej wynika, ze dla C© wszystkie n warto-
sci wlasnych przyjmuje wartos¢ w przyblizeniu 0. Poziomy te stanowa punkt wyjsciowy
obserwacji, w ktorym punktem, do ktérego wykresy powinny dazy¢ sa wartosci wtasne pro-
porcjonalne do tych wynikajacych z funkcji g4(z), a wiec réwnych {1076'% li=1,... ,n}.

Rysunek [3.3| przedstawia dynamike zmian wartosci wtasnych macierzy kowariancji em-
pirycznej, w funkeji liczby ewaluacji funkeji celu okreslonej jako gs(z) (tabela [3.1)). Wy-
kres zostal stworzony dla 10 wymiarowej przestrzeni, n = 10. W kazdej kolejnej populacji,
poczawszy od startowej, estymowana jest empiryczna macierz kowariancji na podstawie
wygenerowanych punktéw. Rozne kolory linii ukazujg dynamike zmian dziesieciu wartosci
wtlasnych. Wykres przedstawia usrednione wartosci na podstawie pie¢dziesigciu niezalez-
nych uruchomien algorytmu.

Gdy cecha dopasowywania sie linii jednakowego poziomu gestosci rozktadu do pozio-

mic funkcji celu zachodzi, wartosci whasne dla funkcji q4(x) staja sie proporcjonalne do

{1076':;11 li=1,... ,n}, a wiec proporcje kolejnych wartosci wtasnych sa zachowane. Na
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Rysunek 3.3: Wykres dynamiki zmian warto$ci wlasnych empirycznej macierzy kowa-
riancji dla funkcji ¢4 1 wymiarowosci n = 10. Kazda linia przedstawia przebieg zmian

pierwiastka odpowiednio jednej z n wartosci wtasnej.

rysunku wida¢, ze przypadku algorytmu DES, zbiér wartosci wtasnych szybko staje
sie w przyblizeniu jednorodny (odlegtosci pomiedzy kolejnymi wartosciami wlasnymi sa
podobne), dokladnie tak jak ma to miejsce w przypadku CMA-ES. Metoda CMA-DE
generuje nowe punkty, tak ze jej macierz kowariancji jest niejednorodna, np. proporcja
miedzy pierwszg a drugg wartoscig wtasng jest wiele razy wieksza niz miedzy dziewiata a

dziesiatg. CMA-DE nie ujawnia w pelni wtasciwosci dopasowywania do poziomic funkcji
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celu i ma tendencje do podejmowania zbyt duzych krokéw w niektérych kierunkach prze-
strzeni przeszukiwan. Ten efekt moze by¢ niepozadanym skutkiem geometrycznego rozkta-
du prawdopodobienstwa uzytego do wyboru historycznych wektoréw przesunieé¢ punktu
srodkowego (Rysunek [3.1] wiersze 10,12-13).

Podobienstwa wykresu dynamiki zmian wartosci wtasnych empirycznych macierzy ko-
wariancji kolejnych generacji, dla algorytméw DES i CMA-ES, dowodzi posiadania przez
te metody cechy dopasowywania sie¢ macierzy kowariancji generowanych punktéw do od-
wrotnosci hesjanu funkcji celu. W przedstawionej w niniejszym rozdziale metodzie DES,
linie gestosci prawdopodobienstwa rozktadu generowanych punktéw sa wiec elipsoidami

o podobnym ksztalcie co poziomice funkcji celu, co potwierdza twierdzenia i whasnosci

przytoczone w podrozdziale [3.1.2]

3.2.2 Dynamika zmian wartosci funkcji celu generowanych punk-

’

tow

Algorytm CMA-ES zostal scharakteryzowany przez swoich autoréw m.in jako efektywna
metoda optymalizacji lokalnej. W celu wykazania tej tezy dokonali oni testéw zbiezno-
Sci tej metody na grupie przygotowanych funkeji ([26][Rozdzial 3], [6][Rozdzial 4]). W
ponizszym rozdziale badanie to zostanie powtoérzone dla algorytméw CMA-ES(w dwdch
wariantach), DE, CMA-DE oraz DES, w celu ukazania podobienstw lub réznic w dy-
namice zmian wartosci funkcji celu punktéw generowanych przez te metody. Tabela
przedstawia jedno-modalne funkcje celu, ktore zostang uzyte w eksperymencie. Wartos$é
fstop jest poziomem bazowym, ktorego osiagniecie dla konkretnej funkeji bedzie tozsame
z osiggnieciem poziomu optimum dla zadanego wymiaru.

Kazda z zaproponowanych funkcji ma na celu zilustrowa¢ dziatanie konkretnej wta-
sciwo$éci metod optymalizacji lokalnej. Dynamika zmian wartosci najlepszego punktu na
dobrze uwarunkowanej funkcji kwadratowej ¢; (x) pokazuje, jak szybko algorytm adaptuje
dtugosé kroku. Obserwacja tempa zbieznosci na funkcjach Zle uwarunkowanych (np. go(x),
q3(x), q4(x)) pozwala zweryfikowaé¢ zdolnos¢ algorytmu do adaptacji kroku dla kazdej wy-
miarowosci z osobna. Dla funkcji sharp ridge oraz parabolic ridge (qs(x) oraz qz(x)) krok
wzdtuz pierwszej wspotrzednej powinien rosnaé szybko, aby maksymalizowaé¢ tempo opty-
malizacji. W tym samym czasie krok algorytmu na pozostatych wspoétrzednych powinien

redukowaé zasieg, aby zwigkszaé precyzje. Funkcja ¢;(x) pozwala testowaé rézne poziomy
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Funkcja fstop Nazwa

q(x) = Xn:(l’z)z 1071 kwadratowa
i=1
@2(x) = (x1)* + 10° i(%)Q 10719 cigar
=2
q3(x) = 10°(z1)? + zn:(mz)Q 10710 discus
i=2
qa(x) = i 1057 - () 10710 ellipsoid
=1
g5(x) = ﬁ:(%)ﬂl%ﬁj) 10710 different powers
i=1
¢6(x) = 1 + 100 zn:(:lrl)z —10%  sharp ridge
=2
q7(x) = 21 + 100, zn:(xl)Q —101%  parabolic ridge
i=2

n—1

gs(x) =Y (100(@2 —x7) + (2 — 1)2) 1071%  Rosenbrock

=1

Tabela 3.1: Proste jednomodalne funkcje celu uzyte w eksperymencie.

dynamiki w zaleznosci od kierunku optymalizacji. Funkcja Rosenbrock‘a gs(x) pozwala
zbada¢ dynamike zbieznosci do optimum, ktére jest zlokalizowane w waskiej i dodatkowo
zagietej dolinie.

Ponizej przestawione zostaly wyniki badan na funkecjach opisanych w tabeli [3.1] ktére
zostaly uzyte do analizy dynamiki zbieznosci dla algorytméow CMA-ES, CMA-DE oraz
DES. Z uwagi na to, ze zarowno CMA-DE jak i DES nie sa wyposazone w mechanizm
mnoznika dtugosci kroku, przeprowadzone zostaly badania dla algorytmu CMA-ES za-
réwno z wlaczonym, jaki i wylaczonym mnoznikiem kroku (stala warto$¢ o = 1). Dla
poréwnania, na wykresy naniesione zostaly takze wyniki eksperymentu przeprowadzone-
go dla ewolucji réznicowej w wersji DE/rand/1/bin. Doktadny opis parametréw uzytych
dla kazdego z algorytméw opisany zostal w artykule [2][Sekcja Appendiz] oraz w dodatku
[A] do rozprawy.

Rysunek [3.4 ukazuje wykresy zbieznosci algorytméw dla wymiarowosdci n = 3 oraz n =
30, przeprowadzone dla kazdej funkeji celu z tabeli[3.1] Dla kazdego uruchomienia $ledzone
byty wartosci najlepszego jak dotad znalezionego punktu. Wykresy prezentuja usrednione
wartosci z 50 niezaleznych uruchomien dla kazdego algorytmu i kazdego problemu. Z uwagi

na to, ze w przypadku funkcji sharp ridge oraz parabolic ridge (qs(xX) oraz g;(x)) wartosci
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n=30

Wartosc f-celu

n=30

Rysunek 3.4: Zbiezno$¢ wartosci bezwzglednych najlepszego dotychczas znalezionego roz-
wigzania dla funkcji: DES (linia czarna ciaggta), CMA-ES (linia czarna przerywana), CMA-

DE (linia czerwona ciagta), CMA-ES bez adaptacji o (linia czerwona przerywana) oraz
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Liczba ewaluaciji

DE/rand/1/bin (linia kropkowana)

funkcji mogg by¢ ujemne, na wykresie raportowane sg wartosci bezwzgledne funkcji celu.
Dla funkcji kwadratowej ¢ (x) zaréowno CMA-DE, DES, jak i pozostate algorytmy po-
siadaja liniowa zbiezno$¢. Najszybsza dynamika zmian moze by¢ zauwazona w przypadku
CMA-ES, a najwolniejsza dla CMA-ES pozbawionego adaptacji mnoznika kroku. Fakt

ten pokazuje istotnosé¢ procesu adaptacji wartoéci ¢ w metodzie CMA-ES, wplywajace]

na jej ostateczng efektywnos¢.

Metoda DES charakteryzuje sie zbieznoscig liniows, badz w przyblizeniu liniows, row-
niez dla funkcji zle uwarunkowanych g¢o(x), g3(X), q4(x) (cigar, discus oraz elipsoid), po-
dobnie jak algorytm DE/rand/1/bin. Wyniki metody CMA-ES, zaréwno w wersji klasycz-

nej, jak i bez adaptacji o, ukazuja chwilowe momenty stagnacji zbieznosci dla probleméw
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zle uwarunkowanych. Zjawisko to jest szczegdlnie widoczne dla wyzszej wymiarowosci
n = 30. W przypadku metody CMA-DE widoczne jest znaczaco nizsze tempo zbieznosci
niz w DES. Dla probleméw w wymiarowosci n = 30 widoczne sa dla tej metody momenty
spadku dynamiki, a nawet catkowitej stagnacji, ktére nie wystepuja w przypadku DES.

Algorytm DES cechuje si¢ praktycznie stalym tempem zbieznosci réwniez dla problemu
gs5(x), dla ktérego poziomice funkeji celu nie sg elipsoidami. W przypadku metody CMA-
ES dynamika zmian zmniejsza sie, wraz ze zblizaniem si¢ do optimum. Ewolucja réznicowa
zachowuje sie podobnie jak DES, zachowujac w przyblizeniu staly poziom zbieznodci.
Zaréwno CMA-ES bez adaptacji o, jak i CMA-DE, posiadajg niska dynamike zmian dla
funkcji ¢5(x) w stosunku do DES.

Dla probleméw sharp oraz parabolic ridge (qs(x) i g7(x)) proces optymalizacji prze-
biega wolniej dla metody DES niz dla CMA-ES. Zmiany monotoniczno$ci widoczne na
wykresach tych funkcji sa zwigzane z tym, ze wartoséci funkcji celu staja sie w pewnym
momencie ujemne, a na wykresie raportowane sg wartosci bezwzgledne. W przypadku
algorytmu z rodziny DE proces optymalizacji poczatkowo jest wolniejszy niz w CMA-ES
oraz DES ale wraz ze wzrostem liczy ewaluacji znaczgco przyspiesza, finalnie przekracza-
jac dynamikg DES oraz CMA-ES. Zjawisko to jest w szczegélnosci widoczne dla funkeji
sharp ridge w wymiarowosci n = 30. W przypadku CMA-DE, jak i CMA-ES bez adaptacji
o, proces optymalizacji przebiega bardzo wolno dla obu funkc;ji.

Zaréwno DE, CMA-DE, jak i CMA-ES bez adaptacji o, nie zdotaty rozwigzaé pro-
blemu Rosenbrocka (gs(x)), dla obu wymiarowosci. Poziom zbieznosci metody DES dla
n = 3 jest nieco nizszy niz w CMA-ES, a w przypadku wyzszej wymiarowosci DES nie

znalazl optimum w zadanym, maksymalnym budzecie liczby ewaluac;ji.
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Rozdziat 4

Ro6znicowa strategia ewolucyjna na

tle innych metod optymalizacji

Poprzedni rozdzial wykazal wysoka skutecznos¢ metody DES w zadaniach optymaliza-
cji lokalnej, zaréwno na funkcji kwadratowej, jak i na grupie probleméw unimodalnych.
Ponizsze podrozdzialy maja na celu weryfikacje skutecznosci réznicowej strategii ewolu-
cyjnej w procesie optymalizacji globalnej. W tym celu zaproponowana przez autora meto-
da zostanie skonfrontowana z wiodacymi algorytmami, biorgcymi udziat w popularnych
konkursach optymalizacyjnych. Dla kazdego z wybranych benchmarkéow optymalizacyj-
nych przedstawione i oméwione zostana wyniki rywalizacji metody DES z najlepszymi

algorytmami, wygrywajacymi poszczegolne konkursy optymalizacyjne.

4.1 Rodziny benchmarkéw i sposoby oceny

Najpopularniejszymi konkursami optymalizacji ciagtej sa CEC oraz BBOB, ktore zbudo-
wane sa m.in z szeregu jednokryterialnych problemoéw optymalizacyjnych z ograniczeniami
kostkowymi. Dla kazdej funkcji i zadanej wezesniej wymiarowosci, testowany algorytm po-
winien by¢ uruchomiony wielokrotnie w niezalezny sposob. Okreslona jest maksymalna
liczba ewaluacji funkcji celu (MaxFEs), ktéra metoda moze wykorzysta¢ w kazdym uru-
chomieniu do znalezienia optimum.

Benchmarki CEC oraz BBOB udostepniane sa w formie zewnetrznego oprogramowa-
nia lub biblioteki, a wiec uruchamianie wszystkich zaimplementowanych funkcji wielo-

krotnie, w celu jak najlepszego dopasowania parametrow metody do optymalizowanych
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funkcji, jest mozliwe. Oznacza to, ze benchmarki te niedoskonale implementuja prawdzi-
wy problem czarnej skrzynki (ang.Black box), w ktérym algorytm przed przystapieniem
do optymalizacji nie posiada zadnych informacji o rozwiazywanej funkcji oraz w ktorym
istnieja ograniczenia na ilo$¢ ewaluacji funkcji celu. Przyktadem konkursu optymaliza-
cyjnego, ktory lepiej oddaje specyfike benchmarkéw czarnej skrzynki, moze by¢ konkurs
BBComp.

Skutecznos¢ roznicowej strategii ewolucyjnej jako optymalizatora globalnego, zdolnego
do konkurowania z wiodacymi metodami rozwiazujacymi problemy wielomodalne, zostata
potwierdzona w tym rozdziale w oparciu o benchmarki CEC, BBOB oraz BBComp. Po-
nizsze podrozdzialy charakteryzuja odpowiednio kazdy z nich oraz opisujg metode oceny

wynikow.

4.1.1 Benchmark CEC

Benchmark CEC jest rozwijany od 2005 roku, w ramach corocznej konferencji IEEE CEC
(ang.Congress on Evolutionary Computation). Uzyta w ramach tego rozdziatlu wersjal[sl,
powstata na potrzeby konkursu optymalizacyjnego organizowanego w ramach konferencji
CEC 2017. Zbior, dla jednokryterialnych probleméw o ograniczeniach kostkowych, sktada
sie z 30 zaimplementowanych funkcji. Problemy zostaly podzielone na grupy probleméw

bedacymi w zaleznosci od numeru funkcji odpowiednio:

(1-3) Problemy unimodalne, ktére charakteryzuja sie zr6znicowana dynamika zmian war-

tosci funkcji celu, w zaleznosci od kierunku

(4-10) Proste problemy wielomodalne zawierajace funkcje celu z regularnymi wzorami

geometrycznymi lokalnych optiméw.

(11-20) Problemy hybrydowe, ktére sa liniowa kombinacja funkeji wielomodalnych uzy-
tych na podzbiorze zmiennych, gdzie wzorce zmian sg rézne dla réznych grup zmien-

nych.

(21-30) Problemy ztozone bedace liniowymi kombinacjami funkcji wielomodalnych za-
stosowanych dla catego zestawu zmiennych. Wzorce zmian sg charakterystyczne dla

kazdej funkcji i wykluczajg sie wzajemnie.
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Wymiarowos¢ przestrzeni przeszukiwan wynosi n = 10, 30, 50, 100, dla kazdej z 30 opty-
malizowanych funkcji. Maksymalna liczba ewaluacji funkcji celu w kazdym uruchomieniu
wynosi: MaxFEs = 10000 - n. Problemy konkursowe posiadaja ograniczone dziedziny,
okreslone dla kazdego z n wymiaréw w przedziale z; € [—100,100]. Liczba wymaganych
niezaleznych uruchomien, dla kazdej pary funkcja i wymiarowos¢, wynosi 51. Dla kazdego
problemu optymalizacyjnego znana jest doktadna warto$¢ optimum funkcji celu. Podczas
analizy wynikéw brany jest pod uwage btad, bedacy réznicg miedzy wartoscia funkcji celu
rozwigzania oraz wartoscig optymalng. Gdy raportowana wartos¢ btedu jest mniejsza niz
10~® przyjmuje sie, ze osiggnieto punkt optymalny.

Benchmark CEC dostarczany jest w formie biblioteki implementujacej konkursowe
funkcje. Proces zbierania danych oraz wykreslania wykreséw odbywa si¢ poza benchmar-
kiem i jest przeprowadzany we wtasnym zakresie. W celu porownywania sie z innymi
algorytmami nalezy wiec dokonaé¢ samodzielnie ich testéw, badz bazowa¢ na danych udo-

stepnianych przez autoréw tych metod lub tworcéw konkursu.

4.1.2 Benchmark BBOB

Benchmark BBOB (ang. Black-Box Optimization Benchmarking) jest rozwijany razem z
oprogramowaniem COCOI[2I] (ang.Comparing Continuous Optimizers) i od 2009 roku
jest uzywany w ramach konferencji GECCO (ang.Genetic and Evolutionary Computa-
tion Conference). Zbior sktada sie z 24 funkcji. Problemy zostaly podzielone na grupy

problemoéw bedacymi w zaleznosci od numeru funkcji odpowiednio:

(1-5) Problemy separowalne, z funkcjami celu, w ktérych optymalizacje mozna przepro-

wadzi¢ oddzielnie dla kazdej zmiennej.

(6-9) Funkcje, ktore charakteryzuja si¢ przecigtnie lub dobrze uwarunkowanymi macie-

rzami kowariancji.

(10-14) Problemy unimodalne, Zle uwarunkowane, m.in takie jak ellipsoid, discus, cigar,
sharp ridge and different powers. Funkcje z tej grupy w duzej mierze odpowiadaja

problemom unimodalnym (1-3) z benchmarku CEC2017.

(15-19) Problemy wielomodalne o strukturze globalnej, podobnie jak problemy ztozone

z benchmarku CEC2017.
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(20-24) Funkcje wielomodalne, ktorych struktura globalna jest nieregularna i zaszumio-

na.

Wymiarowos¢ przestrzeni przeszukiwan wynosi n = 2, 3, 5, 10, 20, 40, dla kazdej z 24 opty-
malizowanych funkcji. Maksymalna liczba ewaluacji funkcji celu w kazdym uruchomieniu
wynosi: MaxFEs = 10000 - n. Problemy konkursowe posiadaja ograniczenia i sa okreslone
dla kazdego z n wymiaréw w przedziale x; € [—5, 5]. Dodatkowa informacja jest fakt, ze
optimum dla wigkszosci funkcji znajduje sie w przedziale z; € [—4,4]. Liczba wymaga-
nych niezaleznych uruchomien dla kazdej funkcji, w zadanej wymiarowosci, wynosi 15. Dla
kazdego problemu optymalizacyjnego znana jest doktadna warto$¢ optimum funkcji celu.
Podczas analizy wynikow brany jest pod uwage btad, bedacy réznicg miedzy wartosciag
funkcji celu rozwigzania oraz wartoscig optymalng. Gdy raportowana wartos¢ btedu jest
mniejsza niz 1078, przyjmuje sie, ze osiggnieto punkt optymalny.

Benchmark BBOB dostarczany jest wraz z oprogramowaniem COCO, ktére kontroluje
caly proces testowania metody oraz samodzielnie generuje wykresy i podsumowuje wyniki.
Proces ten jest automatyczny, samoczynnie porownujacy wyniki badanej metody z innymi,
wiodacymi dla tego benchmarku, algorytmami. Dane z uruchomien innych algorytmoéw,
potrzebne do generowania wykreséw i oceny, dostarczane sg wraz z oprogramowaniem

przez autoréw benchmarku.

4.1.3 Benchmark BBComp

Benchmark BBComp[39] (ang.Black Box Optimization Competition) byl rozwijany po-
miedzy rokiem 2015 a 2019 przez Uniwersytet Ruhry w Bochum. Jest konkursem opty-
malizacyjnym, ktory zdecydowanie lepiej niz konkursy BBOB oraz CEC oddaje ideg
konkursu czarnej skrzynki (ang. Black box optimization). Uzyta w ramach tego roz-
dziatu $ciezka benchmarku nosi nazwe BBComp2016-10BJ i jest grupa jednokryterial-
nych probleméw o ograniczeniach kostkowych. Zbiér sktada sie z 1000 probleméw o zu-
pelnie nieznanej charakterystyce. Wymiarowos$¢ przestrzeni przeszukiwan wynosi n =
2,4,5,8,10, 16, 20, 32, 40, 64, gdzie dla kazdego z wymiaréw zdefiniowane jest 100 proble-
mow. Maksymalna liczba ewaluacji funkeji celu w kazdym uruchomieniu wynosi: MaxFEs
= 100 - n?. Dziedziny funkcji sg ograniczone i okreslone dla kazdego z n wymiaréw w
przedziale z; € [0,1]. Poza tym przedzialem warto$¢ funkeji jest nieokreslona. Wartos$é

funkcji celu punktu optymalnego jest nieznana, niemozliwe jest wigc samodzielne oblicze-
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nie btedu.

Benchmark BBComp zbudowany jest w architekturze klient-serwer. Dostarczone przez
autoréw oprogramowanie pozwala na taczenie si¢ z serwerem benchmarku z poziomu réz-
nych jezykéw programowania i wysytanie zapytan o wartos¢ funkeji celu w danym punkcie.
Funkcje konkursowe sg wiec dla uczestnikéw rzeczywiscie nieznane. Nie sg dostarczane ani
jawnie, ani posrednio w postaci skompilowanej w bibliotece. Kazdy zarejestrowany i zwe-
ryfikowany przez organizatoréw uzytkownik moze do kazdej $ciezki benchmarku, a wiec
do kazdego problemu, podej$¢ tylko raz. Nie ma wiec mozliwoéci, aby poprzez wielokrotne
uruchamianie problemoéow konkursowych zmieni¢ lub dostosowaé¢ parametry testowanego
algorytmu. Archiwalne wyniki poréwnujace skuteczno$é metod sg udostepniane przez au-

toréw benchmarku na ich stronie.

4.1.4 Wizualizacja wynikéw poprzez krzywe ECDF

W celu wizualnego przedstawienia wynikow rankingu skutecznosci metod w rozwigzywa-
nia probleméw optymalizacyjnych mozna stosowaé krzywe zwane ECDF[2I] (ang. Empi-
rical Cumulative Distribution Function). Krzywe ECDF staraja sie opisywaé przecietny
postep metody optymalizacji w funkcji zuzytego budzetu ewaluacji funkcji celu. Postep ten
jest wyrazany za pomoca arbitralnie wprowadzonej skali, pozwalajacej na porownywanie
i usrednianie wynikéw dla réznych zadan optymalizacji.

Kluczowym elementem podczas tworzenia wykresu ECDF jest okreslenie progow jako-
sci. W celu okreslenia zbioru progéw jakosci nalezy dla kazdego problemu i wymiarowosci
zdefiniowac¢ najnizszg q; oraz najwyzsza g, wartos¢ funkeji celu kiedykolwiek wystepujaca
w rezultatach ktoérejkolwiek z metod majacych wchodzi¢ w sktad wykresu. Prog uznaje
sie za osiggniety, jesli jako$¢ najlepszego punktu osiggnie lub przekroczy wartos¢ okre-
slona przez prog. Zwyczajowo[22], progi jakosci takiego wykresu ECDF zawieraja sie w
przedziale [q;, g] i iloraz dwéch kolejnych progéw ma wartoéé 1002,

Aby byto mozliwe wykreslenie krzywej nalezy dla kazdego uruchomienia monitorowaé
warto$¢ funkcji celu najlepszego jak dotad znalezionego punktu i zapisywaé¢ poziom jego
jakosci, po osiggnieciu zdefiniowanego procenta wartosci MaxFEs. Do powstania krzywe;j
ECDF wymagany jest zbiér par, przyporzadkowujacy okreslone procenty MaxFEs i war-
tos¢ funkcji celu najlepszego jak dotad znalezionego punktu. Posiadajac takie dane dla

kazdej trojki: wymiar, problem i numer uruchomienia, mozna w efektywny sposob po-
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znac jakos¢é badanej metody na tle innych, bez koniecznosci dtugotrwatego uruchamiania
algorytmow, z ktorymi nastepuje poroéwnanie.

Krzywe ECDF ukazuja proporcje utamka osiagnietych progéow w zadanym budzecie,
gdzie budzet jest przedstawiony na osi odcietych (o$ z). O$ rzednych (o$ y) ukazuje
proporcje osiagnietych odpowiednich progéow jakosci okreslona w przedziale y € [0, 1].
Wykres ECDF ukazuje w przyblizony sposéb przecigtna jakosé¢ wynikoéw, jakie osigga
metoda po wykorzystaniu konkretnej liczby ewaluacji funkcji celu na zadanej funkcji,
grupie funkcji, badz caltym benchmarku.

W przypadku wielu niezaleznych uruchomien tej samej metody dla tego samego pro-
blemu i wymiarowosci, wartosci proporcji osiagnietych progéw jakosci (o y) sa usredniane
osobno w kazdym punkcie budzetu, bedacego kolejnym procentem MaxFEs (0§ x). Dla
kazdego punktu x, warto$¢ y stanowi procent osiggnietych progoéw, a wiec krzywa ECDF
jest niemalejaca. Istnieje mozliwo$é¢ agregacji wynikéw wielu roznych problemow, grup
problemoéw, lub przedstawienia wynikow rankingu skutecznos$ci metod w ujeciu calego
benchmarku. W tym celu wyniki dla wielu problemoéow sg uéredniane dla kazdego procen-
ta MaxFEs z osobna.

Kazdy punkt na krzywych ECDF dla zadanego budzetu (o$ x) ukazuje proporcje osia-
gnietych progéw jakosci (os y). Pole powierzchni pod kazda krzywa ECDF moze stuzy¢ do
poréwnywania jako$ci pomiedzy algorytmami. Jesli przyjac, ze preferujemy metody jak
najszybciej dajace jak najlepsze rozwigzania, wéwczas metoda jest tym lepsza w optyma-

lizacji, im pole powierzchni pod jej wykresem ECDF jest wigksze.

4.1.5 Sposéb uwzgledniania ograniczen kostkowych

Wszystkie opisane w tym rozdziale rodziny benchmarkéow zawieraja problemy o ograni-

czeniach kostkowych. Zbiér punktéw dopuszczalnych F opisany jest w postaci:
F={x:l;<z;<w, i=1,...,n}

gdzie [; oznacza dolne, a u; gérne ograniczenie na i-tej wspotrzednej. Rozwigzanie musi
znajdowad sie w zbiorze dopuszczalnym F, a poza nim kazda z funkcji benchmarku moze
by¢ niezdefiniowana. Opisywana w tej pracy metoda DES posiada szereg mechanizméow
stochastycznych, takich jak np. losowy addytywny szum wielowymiarowy. Pojawienie si¢

punktu spoza zbioru F jest wiec mozliwe, nawet pomimo wygenerowania populacji starto-
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wej wewnatrz ograniczenia. Istnieje wiele metod radzenia sobie z tg sytuacja. Przyktadowo
mozna postuzy¢ si¢ metoda naprawy, ktora kazdemu punktowi niedopuszczalnemu przy-
porzadkowuje, zgodnie z pewng reguta, punkt ze zbioru F. Wybér metody uwzgledniania
ograniczen moze zaklocaé¢ dziatanie metody optymalizacyjnej, dlatego wyboér ten jest klu-
czowg decyzja podczas rozwigzywania probleméw optymalizacyjnych.

Istnieja badania pokazujace wptyw sposobu uwzgledniania ograniczen na skutecznosé
optymalizacji probleméw benchmarkowych. W artykule [8] przeprowadzona zostata eks-
perymentalna analiza na 7 réznych algorytmach, w ktérych przebadano 17 sposobdéw
uwzgledniania ograniczen i scharakteryzowano ich wydajnos¢ w procesach eksploracji
i eksploatacji. Wnioski ptynace z tego badania dowodza znaczacego wptywu metody
uwzgledniajacej ograniczenia na jako$¢ wynikéw optymalizacji probleméw z ogranicze-
niami kostkowymi. Analiza poréwnawcza zawarta w przytoczonym artykule pozwolita
podjac¢ decyzje o wyborze optymalnego sposobu uwzgledniania ograniczen w algorytmie
DES opisanego ponizej.

W algorytmie DES jako$¢ punktéw wewnatrz zbioru dopuszczalnego nie jest modyfi-
kowana. Kazdemu punktowi, u ktorego ktorakolwiek wspotrzedna znajduje sie poza ogra-
niczeniami, przypisywana jest warto$é¢ sztucznej funkcji celu ga(z), ktorej warto$é jest
kombinacja wartosci najgorszego jak dotad znalezionego rozwiazania g oraz kwadrato-
wej funkcji kary:

qa(X) =max + Y (75 —u))* + > (I — 2;)*, gdzie
zj>u; zj<l;

t
(max = Max ¢ (xg )) )
t,ix\Ver

Wartos¢ sztucznej funkeji celu g4 (z) roénie kwadratowo wraz z odlegloscia punktu niedo-
puszczalnego od najblizszego ograniczenia.

Sposobem na zmniejszenie potencjalnej liczby pojawiajacych si¢ punktéw poza zbio-
rem dopuszczalnym, w poczatkowych generacjach, jest odpowiednie zdefiniowanie popu-
lacji startowej. Jesli populacja ta jest tworzona poprzez réwnomierne losowanie w ca-
tym zbiorze F, wéwczas oczekiwana dtugos¢ wektorow roznicowych sprawi, ze duza czesé
punktéw pierwszych generacji bedzie generowana poza zbiorem dopuszczalnym. Dlatego

wskazane jest zainicjowanie populacji na obszarze zawartym w F. Obszar inicjacji uzyty
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w eksperymentach jest ograniczony przez:

1 1
li + g(uz — 1) <m <wy— 5 (uy — 1)

Ograniczenie obszaru F w celu wylosowania populacji poczatkowej sprawia, ze zmniejsza
sie oczekiwana dhugos¢ wektora roznicowego. Po przytozeniu takich wektorow réznicowych
do srodka populacji, znajdujacego sie statystycznie w $rodku obszaru z ktérego nastepuje
losowanie, ryzyko wygenerowania nowego punktu naruszajacego ograniczenie juz w drugiej

generacji jest niskie.

4.2 Wyniki zastosowania algorytmu DES na bench-
marku CEC

Ponizszy rozdzial prezentuje wyniki poréwnawcze algorytmu DES na benchmarku CEC,
w wersji opisanej w podrozdziale [4.1.1] Dane algorytméw do poréwnan, bioracych udziat
w konkursie, pochodza z zasobéw udostepnionych przez autoréw benchmarku[5] na ich
stronie[54]. W przypadku algorytmu DES oraz CMA-ES, uruchomione zostaly wszyst-
kie zadania benchmarkowe, a wyniki niezbedne do wykreslenia krzywych ECDF zostaty

samodzielnie zebrane.

4.2.1 Testy zaleznosci czasowych

Z uwagi na to, ze benchmark CEC jest dostarczany w formie biblioteki implementuja-
cej jasno zdefiniowane funkcje, istnieje mozliwo$¢ implementacji dodatkowych testow na
problemach konkursowych. Biblioteka daje mozliwo$¢ uruchomienia dowolnej funkcji z
benchmarku, zapewniajac wygodny dostep do ich implementacji. Mozliwe jest wiec prze-
prowadzenie poréwnawczych testow czasowych, poréwnujacych wybrane algorytmy. Ry-
sunek obrazuje wykres zaleznosci potrzebnego czasu obliczen od liczby wymiaréw, dla
algorytmow DES oraz CMA-ES. Do wykonania pomiaréw wybrane zostaly dwie funkcje
z benchmarku CEC: funkcja numer 1, bedaca prostym problemem unimodalnym o dobrze
uwarunkowanej macierzy kowariancji, oraz funkcja numer 21, bedaca problemem ztozo-
nym z wielu funkcji wielomodalnych. Do pomiaréw czasu wykorzystana zostata funkcja
wykorzystujaca mozliwosci powtoki systemowej do rzeczywistego pomiaru czasu, jaki za-

dany proces spedzil na procesorze. Oba testowane algorytmy uzywaly implementacji w
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Rysunek 4.1: Wykres zaleznosci czasu obliczen (sekund) od liczby wymiaréw (zmiennej
n) dla probleméw z CEC. Liczba ewaluacji funkcji celu dla kazdego z algorytméw byta

réwna 10000 - n. Linia niebieska obrazuje CMA-ES, linia czerwona DES.

tym samym jezyku programowania, ktérym byl jezyk programowania R. Kazda metoda
posiadala ten sam maksymalny budzet wynoszacy 10000-n ewaluacji funkcji celu. Wszyst-
kie metody, dla kazdego wymiaru i problemu, zostaly uruchomione 51 razy. Czas obliczen
raportowany na wykresie jest $rednig liczbg sekund, jakie proces powtoki systemowej dla
danego algorytmu zajat na procesorze, po odjeciu czasu, jaki dla tych parametrow osiggnat
algorytm btadzenia przypadkowego. W tym celu, dla kazdego problemu i wymiarowosci,
wyznaczony zostal czas zuzyty na stworzenie oraz ewaluacje wszystkich punktéw z zada-
nego budzetu, dla metody btadzenia przypadkowego, ktora losowo wybierata punkty dla
ktorych obliczana byta wartos¢ funkeji celu. Zabieg ten pozwala uniezalezni¢ wykresy za-
leznosci czasu obliczen od réznic w implementacji i trudnosci obliczen wszystkich funkcji
celu.

Wyniki ukazane na wykresie obrazuja réznice w naktadzie czasowym dla algo-
rytméw DES oraz CMA-ES. Zaréwno dla prostej funkeji unimodalnej, jak i dla funkcji
ztozonej, DES wykazuje liniowa zalezno$¢ czasu obliczen do liczby wymiaréw problemu.
W przypadku zaleznosci czasowej algorytmu CMA-ES, zauwazalna jest rosnaca, wraz z

liczba wymiarow, rozbieznos¢ w stosunku do zaleznosci czasowej metody DES. Dla pro-

72



blemoéw powyzej 50 wymiaréw widoczne jest zatamanie od poczatkowej, w przyblizeniu

liniowej zaleznosci. Mozna podejrzewac, ze wraz z dalszym zwigkszaniem liczy wymia-

réow beda nastepowaly kolejne zatamania, a wykres w wigkszej skali dla CMA-ES bedzie

przypominal aproksymowang liniowo funkcje kwadratows.

4.2.2 Wyniki DES na tle CMA-ES
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Rysunek 4.2: Zbiorczy wykres krzywych ECDF prezentujacych wyniki algorytmow DES

oraz CMA-ES na benchmarku CEC. Kazdy z wykresow prezentuje wyniki poréwnan pro-

porcji osiagnietych progéw jakosci w funkeji budzetu, dla zadanej wymiarowosci (zmienna

n) oraz konkretnej grupy funkeji (F).

Ponizszy podrozdzial przedstawia wyniki benchmarku CEC, tylko w kontekscie rywa-
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lizacji pomiedzy metodami DES oraz CMA-ES. W tym celu, oba algorytmy, rozwigzywaty
wszystkie problemy konkursowe, a wymagane dane zostaly zebrane. Wykreslone na ry-
sunku krzywe ECDF prezentuja przecietny postep optymalizacji w funkcji zuzytego
budzetu ewaluacji funkcji celu, w podziale na grupy funkcji benchmarkowych oraz liczbe
wymiarow. Budzet na wszystkich wykresach ECDF wyrazony jest jako liczba ewaluacji
funkcji celu podzielona przez liczbe wymiaréw i przedstawiony w skali logarytmiczne;j.
Wyniki pokazuja, ze dla probleméw unimodalnych (1-3) metoda CMA-ES osiaga lep-
sze wyniki od DES, bioragc pod uwage zaréwno szybko$é¢ zbieznosci, jak i precyzje w
optymalnej lokalizacji. DES nie jest w stanie osiaggnac¢ precyzji na poziomie poréwnywal-
nym z CMA-ES. Wskazuje to na koniecznosé poprawy efektywnosci eksploatacyjnej, by¢
moze zwigzanej z dalszym rozwojem metody DES w kierunku badan nad mnoznikiem
dtugosci kroku. W przypadku probleméw wielomodalnych (4-10, 11-20, 21-30) algorytm
DES, we wszystkich przypadkach, osigga znacznie lepsze wyniki niz CMA-ES, zwlaszcza
dla wyzszych wymiaréw. Moze to $wiadczy¢ o przewadze DES nad metodg CMA-ES pod
katem zdolnosci eksploracyjnej. Mozna podejrzewaé, ze wolniejsza zbieznos¢ i mniejsza
precyzja DES moga by¢ pomocne w osigganiu dobrej jakosci rozwigzan. Globalna struk-
tura funkcji wielomodalnej moze by¢ lepiej widoczna, gdy pomija sie wysoce dynamiczne

artefakty poprzez uzycie mniej precyzyjnej metody.

4.2.3 Wyniki DES na tle innych uczestnikéw konkursu

W tym podrozdziale przedstawione zostaly wyniki konkursu CEC organizowanego w ra-
mach konferencji CEC’2017. W konkursie wzigto udzial wzigto udziat 16 algorytméw, w
ktorym organizatorzy wymagali od uczestnikow uruchomienia benchmarku i dostarczenia
wymaganych danych. Zgodnie z wynikami zaprezentowanymi na konferencji i zamieszczo-
nymi na stronie organizatoréw, zwyciezca konkursu zostata metoda EBO[36], bedaca kom-
binacja algorytmu optymalizacji rojowej oraz CMA-ES. Miejsca od drugiego do czwartego
zajely rézne wersje algorytmu LSHADE [11], 4, 43]. Metoda DES zostala, w jednej z wersji
raportu, sklasyfikowana na miejscu pigtym. Kilka wysoko ocenionych metod obejmowa-
to CMA-ES jako swoje czesci. Takim algorytmem byl np. RB-IPOP-CMA-ES[7], ktory
byt ulepszeniem bazujacej na CMA-ES metody IPOP-CMA-ES. Wszystkie wymienione
powyzej metody byty najwyzej ocenionymi metodami w konkursie w ramach konferencji

CEC’2017. Na podstawie danych udostepnionych przez autoréw konkursu zostaly wy-
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Proporcja osiagnietych progow jakosci

(zmienna n) oraz konkretnej grupy funkeji (F).
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Rysunek 4.3: Zbiorczy wykres krzywych ECDF prezentujacych wyniki algorytmu DES
na tle innych uczestnikéw konkursu CEC. Kazdy z wykreséw prezentuje wyniki porow-

nan proporcji osiggnietych progéw jakosci w funkcji budzetu, dla zadanej wymiarowosci

kreslone krzywe ECDF, poréwnujace wyniki tych algorytméw. Rysunek przedstawia
wykresy prezentujace przecietny postep optymalizacji w funkcji zuzytego budzetu ewa-
luacji funkcji celu, w podziale na grupy funkcji benchmarkowych oraz liczbe wymiardw.
Postep budzetu na wszystkich wykresach ECDF wyrazony jest w postaci funkcji liczby
ewaluacji funkcji celu podzielonej przez liczbe wymiaréw i przedstawiony w skali logaryt-

micznej. Szczegdtowe wyniki DES na tle innych uczestnikéw konkursu CEC, w ujeciu dla

Wyniki pokazuja, ze wraz ze wzrastaniem wymiarowosci oraz trudnosci probleméw,
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algorytm DES zbliza sie coraz bardziej do zwyciezcoéw konkursu. W przypadku probleméow
unimodalnych (1-3) metoda DES wyraznie przegrywa, w szczeg6lnosci w szybkosci zbiez-
nosci, z metodami bazujacymi na estymacji macierzy kowariancji (algorytmy CMA-ES
oraz RB-IPOP-CMA-ES). Mozna takze zauwazy¢, ze zwyciezca catego konkursu, metoda
EBOwithCMAR, posiada tempo zbieznodci oraz osiggane progi jakosci scharakteryzo-
wane podobnie, jak w przypadku metody DES. Dla prostych probleméw unimodalnych
EBOwithCMAR réwniez ustepuje szybkoscig zbieznosci i skutecznodcig optymalizacji al-
gorytmom z rodziny CMA-ES. Wykresy krzywych ECDF dla EBOwithCMAR oraz DES
pokrywaja sie, w szczegdlnosci dla najwyzszych wymiarowosci problemow unimodalnych
(1-3). Dla prostych probleméw wielomodalnych (4-10) metoda DES osiaga wyraZznie wyz-
sza proporcje progoéw jakosci od CMA-ES. Roznice w szybkosci zbieznosci pomiedzy DES
a metodami LSHADE-SPACMA oraz jSO sa znaczaco nizsze niz dla probleméw unimodal-
nych (1-3). Algorytm DES, wraz z narastaniem trudnosci probleméw, coraz mniej odstaje
pod wzgledem tempa zbieznosci od najlepszych metod z konkursu. Dla funkcji hybry-
dowych (11-20) oraz trudnych probleméw ztozonych (21-31) metoda DES na wykresach
ECDF najszybciej osigga punkty o wysokiej jakosci, badz znajduje sie w czotowce w ca-
tym konkursie. Dla trudnych probleméw ztozonych (21-31), dla najwyzszej wymiarowosci,
metoda DES osigga statystycznie najlepsze rozwiagzania, wyprzedzajac nawet catosciowe-
go zwyciezce konkursu - metode EBOwithCMAR. Wyniki algorytmu DES, na tle innych
uczestnikow konkursu CEC, potwierdzajg obserwacje wynikajaca z wynikéw rywalizacji
tylko metod DES oraz CMA-ES na tym benchmarku. Metoda DES jest tym skuteczniej-
sza, im bardziej zlozona jest optymalizowana funkcja celu, a problem posiada wiekszg

Wymiarowosc.

4.3 Wiyniki zastosowania algorytmu DES na bench-
marku BBOB

Rozdzial ten prezentuje wyniki poréwnawcze algorytmu DES na benchmarku BBOB.
Dane z innych algorytméw, potrzebne do generowania wykreséw i oceny, dostarczane
sa wraz z oprogramowaniem przez autoréw benchmarku. Implementacja algorytmu DES
zostata podtaczona do $rodowiska benchmarku BBOB oraz wybrane zostaly algorytmy

do poréwnan. Wszystkie prezentowane w tym rozdziale wykresy zostaly automatycznie
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wygenerowane przez sSrodowisko benchmarku, ktére kontroluje caty proces testowania oraz

samodzielnie generuje krzywe ECDF.

4.3.1 Wyniki DES na tle CMA-ES
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Rysunek 4.4: Zbiorczy wykres krzywych ECDF prezentujacych wyniki algorytmow DES
oraz CMA-ES na benchmarku BBOB. Kazdy z wykresow prezentuje wyniki poréwnan pro-
porcji osiagnietych progéw jakosci w funkeji budzetu, dla zadanej wymiarowosci (zmienna

n) oraz konkretnej grupy funkeji (F).

Podrozdzial ten przedstawia wyniki benchmarku BBOB w kontekscie rywalizacji po-
miedzy metodami DES oraz CMA-ES. W tym celu oba algorytmy zostaty uruchomione w
dostarczonym przez autoréw benchmarku srodowisku, ktory zebrat wymagane dane. Ry-

sunek prezentuje krzywe ECDF ukazujace przecietny postep optymalizacji w funkcji
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zuzytego budzetu ewaluacji funkcji celu, w podziale na grupy funkcji benchmarkowych
oraz liczbe wymiaréw. Budzet na wszystkich wykresach ECDF wyrazony jest jako liczba
ewaluacji funkcji celu podzielona przez liczbe wymiaréw i przedstawiony w skali logaryt-
micznej. Na kazdym z wykresow zostata naniesiona przez srodowisko benchmarku krzywa
obrazujaca zwyciezce konkursu BBOB2009 - metode BIPOP-CMAES[19].

Krzywe ECDF dla probleméw separowalnych (1-5) oraz probleméw unimodalnych zle
uwarunkowanych (10-14) pokazuja, ze metoda CMA-ES osiaga lepsze wyniki niz DES.
Tempo zbieznosci oraz ostateczna proporcja osiggnietych progéw jakosci dla metody DES
jest nizsza niz w przypadku CMA-ES. Dla probleméw o niskim lub przecietnym poziomie
uwarunkowania macierzy kowariancji (6-9), tempo zbieznosci DES jest nizsze niz CMA-
ES, aczkolwiek ostateczna jako$¢ rozwiagzania uzyskiwanego przez DES jest wyzsza niz
w CMA-ES. Przewaga metody DES rosnie wraz ze zwigkszaniem si¢ wymiarowosci prze-
strzeni przeszukiwan. Metoda DES osiaga znaczaco lepsze rezultaty w poréwnaniu do
CMA-ES dla grupy probleméw wielomodalnych (15-19), zwlaszcza dla wyzszych wymia-
rowosci. Dla probleméw z wielomodalnych o nieregularnej strukturze (20-24) DES osiaga

lepszy ostateczny poziom jakosci rozwigzania jedynie dla nizszych wymiarowosci.

4.3.2 Wyniki DES na tle innych uczestnikow benchmarku BBOB

W tym podrozdziale przedstawione zostaty wyniki konkursu BBOB wygenerowane po-
przez dostarczong przez autoréw platforme COCO. Wybrane do poréwnan z DES al-
gorytmy to metody z czotéwki rankingu benchmarku BBOB. Zbiér ten obejmuje trzy
algorytmy oparte na CMA-ES: BIPOP-CMAES[19] (oznaczany na krzywych ECDF row-
niez jako best 2009 - zwyciezca konkursu BBOB2009), IPOP-CMAES[3] oraz NiPOP-
aCMA-ES[41]. Do poréwnan z DES wybrany tez zostal algorytm RL-SHADE, bedacy
nowoczesnym wariantem ewolucji roznicowej. Rysunek przedstawia wykresy prezentu-
jace przecietny postep optymalizacji w funkcji zuzytego budzetu ewaluacji funkcji celu, w
podziale na grupy funkcji benchmarkowych oraz liczbe wymiaréow. Budzet na wszystkich
wykresach ECDF wyrazony jest jako liczba ewaluacji funkcji celu podzielona przez liczbe
wymiarow i przedstawiony w skali logarytmicznej. W przypadku najwyzszej wymiarowo-
sci (40 wymiar6w) liczba metod naniesionych na krzywe ECDF jest ograniczona do tych,
do ktorych oprogramowanie COCO posiadato niezbedne dane.

Wyniki pokazuja, ze metoda DES jest najskuteczniejsza w trudnych problemach wie-
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lomodalnych oraz zle uwarunkowanych funkcjach unimodalnych, w ktérych jest w stanie
zblizaé¢ sie do wiodgcych nowoczesnych technik z rodziny CMA-ES. Roéznica pomiedzy
zaawansowanymi strategiami z rodziny CMA-ES a DES, w konicowej jakosci rozwiazan,
nie zmienia si¢ znaczaco wraz z wymiarowoscig probleméw. W przypadku klasycznego al-
gorytmu CMA-ES oraz nowoczesnego wariantu ewolucji roznicowej RL-SHADE, metoda
DES dla czesci grup probleméw wygrywa, badz jej ostateczne rezultaty sa zblizone. Tempo
zbieznosci metody DES w odniesieniu do wiodacych technik CMA-ES (BIPOP-CMAES,
NiPOP-aCMA-ES, IPOP-CMAES) jest zazwyczaj nizsze. Podobna szybko$¢ zbieznosci w
tych technikach, na poczatku procesu optymalizacji, wynika¢ moze ze zmiennej wielkosci
populacji, adaptacji parametréw i restartéow, ktore sg stosowane we wszystkich rozwa-
zanych strategiach. Dlatego mozna przypuszczaé, ze strategia oparta na restartach i ad-
aptacji parametréow, ktéra wykorzystuje DES jako algorytm bazowy, mogtaby poprawié¢
efektywnos$¢ optymalizacji DES, tak jak IPOP-, BIPOP- lub NiPOP-aCMA-ES popra-
wiaja wydajno$¢ zwyktego algorytmu CMA-ES.

4.4 Wyniki zastosowania algorytmu DES na bench-
marku BBComp

W tym rozdziale zaprezentowane sa wyniki poréwnawcze algorytmu DES na rzeczywistym
konkursie czarnej skrzynki BBComp, w wersji opisanej w podrozdziale [4.1.3] Wszystkie
prezentowane w tym rozdziale wykresy zostaly wygenerowane przez organizatoréw i za-
mieszczone na stronie konkursu. Z uwagi na to, ze BBComp jest konkursem zamknietym,
bez udost¢pniania implementacji probleméw w postaci jakiegokolwiek oprogramowania,
nie ma mozliwosci wyboru algorytmow do poroéwnan na tym benchmarku. Dodatkowo, w
konkursie BBComp brata takze udzial metoda CMA-DE, zdefiniowana w rozdziale [3.1.1]
ktorej wyniki sa uwzglednione na wykresach konkursowych.

Rysunek przedstawia wykresy prezentujace przecietny postep optymalizacji w
funkcji zuzytego budzetu ewaluacji funkcji celu, w podziale na liczbe wymiaréw ozna-
czong jako zmienna D. Postep budzetu na wszystkich wykresach ECDF wyrazony jest
w postaci funkcji liczby ewaluacji funkcji celu, przedstawionej w skali logarytmiczne;j.
Warunki konkursowe nie wymagaty od uczestnikéw podawania opisu, ani nawet nazwy

algorytmu, z ktorym przystepuja do konkursu. Zaprojektowanie konkursu w architektu-
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rze klient-serwer sprawito, ze organizatorzy nie mieli dostepu do implementacji metod
bioracych udziat w konkursie. Dlatego wtasnie opisy metod na wykresach zawieraja tyl-
ko nazwe uzytkownika uczestnika, poza kilkoma wyjatkami uczestnikoéw, ktorzy jawnie
zadeklarowali nazwy algorytmoéw.

Zwyciezca konkursu zostala metoda oznaczana na wykresach jako Simon Wessing,
bedaca kombinacja algorytméw Neldera-Meada, CMA-ES oraz L-BFGS-B. Trzecie miejsce
w klasyfikacji ogolnej zajeta metoda DES, oznaczana na wykresach nazwa jarabas. Kolejne
miejsca zajeli uzytkownicy Al Jimenez - algorytm CTA[31], Artelys Knitro - metoda
uzywajaca oprogramowania Artelys Knitro, Lepagnot wykorzystujacy algorytm o nazwie
MSS oraz uzytkownik Brevilliers z metoda BSA-DE-SA. Metoda CMA-DE zostata na
wykresach opisana nazwa djagodzi. O technikach uzywanych przez reszte uczestnikéw nie
wiadomo nic wiecej.

Wiyniki pokazuja, ze metoda DES (oznaczona na wykresach r6zowa linia), ktéra zajeta
trzecie miejsce w klasyfikacji generalnej konkursu, osigga najlepsze wyniki dla wyzszych
wymiarowosci. Wraz ze wzrastaniem wymiarowosci probleméw, poprawia sie jako$¢ opty-
malizacji metody DES i miejsce w rankingu. Juz od D=10 wymiaréw algorytm DES
zajmuje pierwsze, badZ jednokrotnie drugie (dla D=40), miejsce w rankingu wszystkich
metod biorgcych udzial w konkursie. Dla najwiekszych wymiarowosci (D=64) metoda
DES zwyciezyta w ujeciu wszystkich probleméw, znaczaco wyprzedzajac wszystkie inne
algorytmy w poczatkowym tempie zbieznosci. Wyniki DES w poréwnaniu z metodg CMA-
DE (oznaczona na wykresach niebieskg linia), pokazuja znaczaca przewage dla algorytmu
DES. CMA-DE, ktéra zajeta dziesiate miejsce w klasyfikacji generalnej konkursu, osigga
lepszy wynik rankingu niz DES tylko dla najnizszych wymiarowosci (D=5).
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Rysunek 4.5: Zbiorczy wykres krzywych ECDF prezentujacych wyniki algorytmu DES
na tle innych uczestnikow konkursu BBOB. Kazdy z wykreséw prezentuje wyniki poréw-
nan proporcji osiagnietych progéw jakosci w funkeji budzetu, dla zadanej wymiarowosci

(zmienna n) oraz konkretnej grupy funkeji (F).
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Rysunek 4.6: Zbiorczy wykres krzywych ECDF prezentujacych wyniki algorytmu DES na

tle innych uczestnikéw konkursu BBComp. Kazdy z wykreséw prezentuje wyniki porow-

nan proporcji osiggnietych progéw jakoéci w funkcji budzetu, dla zadanej wymiarowosci

(podpis nad kazdym wykresem) i wszystkich probleméw benchmarku BBComp. Metoda

DES oznaczona jest linig rozows i nazwg jarabas. Metoda CMA-DE oznaczona jest linig

niebieska i nazwa djagodzi. Liczby przy kazdej nazwie algorytmu oznaczaja ranking me-

tody dla kazdego wykresu

zbiorczego.



Rozdziat 5

Podsumowanie

Cel rozprawy sformutowany w rozdziale zostal osiggniety. Zaproponowany zostat algo-
rytm, ktory modeluje dynamike zmian rozkladéw generowanych populacji w algorytmie
CMA-ES, bez koniecznosci estymacji badz przyblizania rzeczywistej macierzy kowariancji.
Zaprezentowana w rozdziale [3| metoda réznicowej strategii ewolucyjnej (DES) implemen-
tuje kluczowe rozwigzania ewolucyjnej strategii adaptacji macierzy kowariancji, skupiajac
sie na zalezno$ciach pomiedzy punktami, a nie rozktadami prawdopodobienstwa. Zapro-
ponowana metoda zastepuje kosztowny proces estymacji macierzy kowariancji i genero-
wania realizacji wielowymiarowego rozktadu normalnego, koncepcja mutacji roznicowe;j.
Zgodnie z przeprowadzonymi eksperymentami opisanymi w rozdziale DES zacho-
wuje liniowa wzgledem liczby wymiaréw zaleznosé czasowa dla szeregu roznych funkcji
celu. Algorytm réznicowej strategii ewolucyjnej posiada takze potwierdzong doswiadczal-
nie (rozdziat tendencje do dopasowywania sie do konturéw funkcji celu w stopniu
analogicznym do CMA-ES.

W rozdziale [2] prezentujacym krytyczng analize probleméw metaheurystyk z rodzin
CMA-ES i DE, zaprezentowany zostal przeglad wiodacych technik optymalizacji dla tych
rodzin algorytméw. Poznanie probleméw i sposobow radzenia sobie z ograniczeniami tych
rozwigzan, umozliwito poézniejsza analize wynikéw rywalizacji metaheurystyk z rodzin
CMA-ES i DE z wprowadzong metoda DES. Wizualizacja wynikéw poprzez krzywe ECDF
opisane w rozdziale [1.1.4] pozwolita przedstawia¢ w tatwy sposéb postep optymalizacji na
tle innych metod, réwniez ujeciu zbiorczym dla wielu réznych zadan optymalizacji jed-
noczesnie. Szereg testow przeprowadzonych w rozdziale 4| potwierdzit wysoka skutecznosé

algorytmu DES na tle wiodacych metod optymalizacyjnych, w procesie optymalizacji glo-
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balnej. Zgodnie z wynikami eksperymentalnymi dla benchmarku BBOB, $rednia wydaj-
nos¢ DES jest porownywalna do CMA-ES. Dla zestawu funkcji konkursowych CEC, wyniki
metody roznicowej strategii ewolucyjnej sa znacznie lepsze niz dla CMA-ES, zwlaszcza
w przypadku skomplikowanych probleméw wielomodalnych i duzej liczby wymiaréw. Z
szeregu przeprowadzonych eksperymentéw mozna wywnioskowaé, ze DES jest metoda
optymalizacji konkurencyjng w stosunku do CMA-ES jak réwniez wobec innych metod
optymalizacyjnych bioracych udzial w konkursach. Metoda DES jest tym skuteczniejsza,
im bardziej ztozona jest optymalizowana funkcja celu, a problem posiada wieksza wymia-
rowos¢. Potwierdzeniem tej tezy jest wysoka skutecznos¢ metody DES w procesie uczenia
konwolucyjnych i rekurencyjnych sieci neuronowych, opisana w pracy [30].

Dalszy rozwo6j DES bedzie dwukierunkowy. Jednym z kierunkéw jest poszukiwanie po-
prawy efektywnosci w optymalizacji lokalnej. Obecna wersja DES nie zawiera mechanizmu
analogicznego do adaptacji mnoznika kroku, ktory umozliwia CMA-ES osiaganie doskona-
tej szybkosci i precyzji zbieznosci. Zgodnie z rozwazaniami w rozdziale [Wspélczynnik
skalujacy], dobér wspétezynnika F petni tylko role wspomagajaca adaptacje kroku, gtow-
nie w poczatkowych fazach procesu optymalizacji. Operator mutacji réznicowej posiada
wbudowang zdolnos$¢ samoadaptacji dtugosci kroku bazujaca na sposobie doboru punk-
tow tworzacych wektory réznicowe. Nalezy wiec przeprowadzi¢ badania, czy w przypadku
uzywania mutacji roznicowej przez metode DES, dodatkowa adaptacja mnoznika dtugosci
kroku jest niezbedna. Innym sposobem poprawy szybkosci i precyzji zbieznosci w opty-
malizacji lokalnej moze by¢ zmiana w sposobie liczenia punktu srodkowego. Kazdorazowe
wyznaczanie i ewaluacja punktu srodkowego, jak to obecnie ma miejsce w DES, moze by¢
nieskuteczne, gdy optymalizacja nie jest w fazie eksploatacji. Badania ustalajace sposob
wykrywania takiej sytuacji pozwolityby uzalezni¢ sposéb obliczania punkt srodkowego
od fazy optymalizacji tak, by zwigkszy¢ tempo zbieznosci. Ponadto, obliczanie punktu
srodkowego gdy optymalizowana funkcja nie jest w przyblizeniu kwadratowa w otoczeniu
optimum lokalnego, moze by¢ bezcelowe. W takim wypadku, warunkowe uruchamianie ob-
liczen punktu $rodkowego pozwolitoby oszczedzaé budzet ewaluacji funkcji celu. Drugim
kierunkiem rozwoju metody DES jest poprawa efektywnosci w realizacji zadan optymali-
zacji globalnej. Zastosowanie w DES popularnych technik implementowanych w nowocze-
snych algorytmach z rodzin CMA-ES i DE, opisanych w rozdziatach odpowiednio
oraz [2.2.2] moze skutkowaé poprawa zdolnosci eksploracyjnych. Przeprowadzenie badan
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w kierunku opracowania strategii stosowania inteligentnych restartéw oraz dostosowania
parametrow metody, moze poprawi¢ globalng efektywnos$é optymalizacji. Uzmiennienie
liczebnosci populacji, stosujac np. redukcje liczby punktéw w populacji w kazdej kolejnej
generacji, pozwolitoby np. stosowadé liczniejsze populacje w fazie eksploracji, wpltywajac

na poprawienie sie efektywnosci optymalizacji globalnej.
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Dodatki
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Dodatek A

Parametry algorytmow uzytych w

eksperymentach

Dodatek przedstawia ustawienia parametrow poszczegolnych metod uzytych w ekspery-

mentach w rozdziale B oraz rozdziale [k

e CMA-ES

A
A =4+ [3log(n)], u = ng, w; = (- (log(p+0.5) —log(7)), gdzie B jest wspol-
czynnikiem normalizujagcym,

CU:—, lee e :1 E wz ,
N+ feff + 5 & Hefs /2. (wi)

n—+1
4+u€ff/n 2

g s C = s
ntd+2ucp/n’ T (n+ 13 + gy
Pefr — 2+ 1/Meff)

(n + 2)2 + Heff

err — 1
dy =14 2max (O, Mff—l) + Co,

C

¢y =min {1 —¢p,2

e CMA-DE
A 1 1 2
A=4 1 == = = — = —.
+ L3 Og(n)J’ 1% L2J7 Cd HJ+ 2, Ce \/ﬁ’ Ceov n2
e DES
A =4+ |3log(n)] (Rozdzial 3.2), A = 4n (Rozdzial [4.2] oraz Rozdziat [4.3)),
A ! 1
M= L§J7Cd—macc—ﬁ,

2
Coov = —5, H=6+3y/n, e =107°.
n
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Dodatek B

Szczegolowe wyniki zastosowania

algorytmu DES na benchmarku CEC

Ponizszy dodatek ukazuje wykresy krzywych ECDF prezentujace wyniki algorytmu DES
na tle innych uczestnikow konkursu CEC, w ujeciu dla kazdej funkcji konkursowej z osob-
na. Kazdy z wykreséw prezentuje wyniki porownan proporcji osiagnietych progéw jakosci
w funkcji budzetu, dla zadanej wymiarowosci (zmienna n) oraz konkretnej funkcji kon-
kursu. Szczegélowy opis konkursu optymalizacyjnego CEC, wraz z opisem problemow

wchodzacych w jego sktad, znajduje sie w podrozdziale
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Rysunek B.1: Funkcja 1 benchmarku CEC.
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Rysunek B.2: Funkcja 2 benchmarku CEC.
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Rysunek B.3: Funkcja 3 benchmarku CEC.
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