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Streszczenie

Niniejsza rozprawa prezentuje metodę optymalizacji bazującą na generowaniu kolej-

nych populacji punktów w taki sposób, że ich wektor średni oraz macierz kowariancji

są definiowane za pomocą formuł analogicznych do ewolucyjnej strategii adaptacji ma-

cierzy kowariancji (CMA-ES). W przeciwieństwie do metody CMA-ES, która generuje

nowe punkty przy użyciu wielowymiarowego rozkładu normalnego, z jawnie określoną

macierzą kowariancji, wprowadzona metoda wykorzystuje kombinacje wektorów różnic

między punktami archiwalnymi oraz jednowymiarowych wektorów losowych o rozkładzie

normalnym o kierunku wzdłuż przeszłych przesunięć punktów środkowych populacji. Zo-

stał zdefiniowany algorytm różnicowej strategii ewolucyjnej (DES), będący skrzyżowaniem

ewolucji różnicowej (DE) i CMA-ES. Algorytm został wszechstronnie przebadany w uży-

ciem benchmarków z rodziny CEC oraz BBOB. Przedstawione w ramach rozprawy wyniki

wskazują, że DES jest konkurencyjny wobec CMA-ES w zadaniach optymalizacji zarówno

lokalnej, jak i globalnej.

Słowa kluczowe: Ewolucyjna strategia adaptacji macierzy kowariancji, Ewo-

lucja różnicowa, metody optymalizacji





Abstract

This thesis presets an optimization method for generating new populations of points

such that their mean vector and the covariance matrix are defined by formulas analogo-

us to the Covariance Matrix Adaptation Evolution Strategy (CMA-ES). In contrast to

CMA-ES, which generates new individuals using multivariate Gaussian distribution with

an explicitly defined covariance matrix, the introduced method uses combinations of diffe-

rence vectors between archived individuals and univariate Gaussian random vectors along

directions of past shifts of the population midpoints. This idea was used to formulate the

Differential Evolution Strategy (DES), an algorithm that is a crossover between Differen-

tial Evolution (DE) and CMA-ES. The algorithm has been extensively tested using CEC

and BBOB benchmarks. The numerical results presented in the thesis indicate that DES

is competitive against CMA-ES in performing both local and global optimization.

Keywords: Covariance Matrix Adaptation Evolution Strategy, Differential

Evolution, optimization methods
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Rozdział 1

Wprowadzenie

1.1 Motywacja

Metody optymalizacyjne opisują sposób przechodzenia pomiędzy możliwymi rozwiąza-

niami w celu uzyskania optymalnego rozwiązania zadanego problemu. Opisywane w tej

rozprawie algorytmy będą stosowane do rozwiązywania problemów minimalizacji. Niech

punkt x będzie jednoznacznie identyfikowany poprzez pojedynczy wektor cech długości n

(wartość ta zwana jest również wymiarowością problemu i w takim kontekście oznaczana

będzie dalej poprzez n).

x = [x1, x2, . . . , xn]

Niech X będzie przestrzenią przeszukiwań, F jej podzbiorem F ⊆ X, a każdy punkt x

posiada wartości wyłącznie ze zbioru F (zbiór ten zwany będzie dalej również zbiorem

dopuszczalnym). Funkcja celu q punktu x będzie wówczas odwzorowaniem jego cech do

współczynnika jakości w przestrzeni liczb rzeczywistych q : F −→ R1. Problem optymali-

zacji z ograniczeniami jest zdefiniowany jako poszukiwanie punktu x∗ takiego że:

x∗ = argmin
x∈F
q(x).

Rozwiązywanie zadań maksymalizacji jest możliwe poprzez sformułowanie równoważnego

problemu dualnego:

x∗ = argmin
x∈F
−q(x).

Zbiór dopuszczalny, jako podzbiór przestrzeni X, spełnia następujące warunki:

gi(x) ¬ 0 i = 1, . . . , ng
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hj(x) = 0 j = 1, . . . , nh

Funkcje gi oraz hj opisują odpowiednio nierównościowe oraz równościowe ograniczenia

problemu. Ograniczenia kostkowe są szczególnym przypadkiem ograniczeń nierównościo-

wych, w których zakłada się, że przestrzeń przeszukiwań jest n-wymiarowym zbiorem

wektorów liczb rzeczywistych, X = Rn , oraz że dla każdego wymiaru istnieje górna oraz

dolna wartość ograniczająca. W takim podejściu, dla ograniczeń kostkowych, zbiór roz-

wiązań dopuszczalnych jest n-wymiarowym hipersześcianem zdefiniowanym następująco:

F = {x : li ¬ xi ¬ ui, i = 1, . . . , n},

Powyższy opis stanowi definicję problemu optymalizacji z ograniczeniami kostkowymi,

której rozwiązania dotyczyć będą dalsze części rozprawy. Z uwagi na wysoką wymiaro-

wość oraz nieliniowy charakter wielu rzeczywistych zadań podlegających optymalizacji,

typowym podejściem do rozwiązywania takich problemów jest stosowanie algorytmów

aproksymacyjnych. Metody te, w przeciwieństwie do algorytmów dokładnych, służą do

znajdowania rozwiązań przybliżonych. Szczególnym przypadkiem tej koncepcji jest po-

dejście heurystyczne. Tym co odróżnia metody heurystyczne od aproksymacyjnych jest

to, że metody heurystyczne nie dostarczają informacji o jakości zwracanego rozwiązania,

w stosunku do rozwiązania optymalnego. Aproksymacyjne podejście jest więc zazwyczaj

stosowane w przypadku problemów algorytmicznie zbadanych, o znanej przybliżonej lub

dokładnej wartości rozwiązania optymalnego. W przypadku, gdy problem, dla którego

poszukiwane jest rozwiązanie, nie jest poznany, lub gdy pełny algorytm z przyczyn tech-

nicznych jest zbyt kosztowny, używa się metod znajdowania rozwiązań przybliżonych.

Algorytmy te mogą być heurystykami, specjalizowanymi pod konkretny, rozważany typ

zadania i przestrzeń problemu X, bądź metaheurystykami podającymi sposób na utwo-

rzenie odpowiedniego algorytmu niezależnie od przestrzeni przeszukiwań czy wiedzy eks-

perckiej.

Każda z metaheurystyk definiuje swój własny sposób przeszukiwania przestrzeni. Fakt

ten może implikować dla różnych metaheurystyk i skończonego budżetu (określonego w

postaci czasowej lub liczby obliczeń wartości funkcji celu) różnymi jakościami rozwiązań.

Zgodnie z twierdzeniem NFL Davida Wolperta i Williama Macreadyego [60] nie istnie-

je najlepszy, uniwersalny dla wszystkich zadań, algorytm optymalizacyjny. Niezależnie

od przyjętej miary jakości algorytmu optymalizacyjnego, dowolne dwa różne algorytmy
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optymalizacyjne zachowują się średnio tak samo, dla wszystkich zadań optymalizacyj-

nych. Twierdzenie NFL działa również w kontekście parametryzacji jednego algorytmu

przeszukiwań. Niezależnie od przyjętej miary jakości algorytmu optymalizacyjnego, dwa

dowolne zestawy parametrów dla jednego algorytmu przeszukiwań, zachowują się średnio

tak samo, dla wszystkich zadań optymalizacyjnych.

Skoro strategia optymalizacyjna zawsze przewyższająca jakością inne, dla dowolnego

problemu, jest nierealizowalna, należy szukać algorytmów, które będą najlepsze w kon-

tekście rozwiązywania problemów, dla których użycie innych niż heurystycznych metod

(np. z powodu nieznajomości nawet przybliżonej wartości punktu optymalnego) nie jest

w praktyce możliwe. Wyniki konkursów optymalizacyjnych dla problemów z ogranicze-

niami kostkowymi wskazują, że metaheurystyki populacyjne, bazujące na algorytmach

ewolucyjnych z rodzin ewolucji różnicowej i CMA-ES, są liderami na tym polu.

Algorytmy ewolucyjne używają mechanizmów inspirowanych mechanizmami ewolucji

biologicznej, takimi jak mutacja czy krzyżowanie, które w swojej idei bazują na przypad-

kowych zmianach. Generowanie nowych punktów w przestrzeni przeszukiwań jest defi-

niowanie pośrednio poprzez wybór metody próbkowania losowego, czyli poprzez ustalenie

rozkładów prawdopodobieństwa dla mechanizmów ewolucyjnych, oraz metod aktualizacji

parametrów owych rozkładów. Obecnie zauważyć można dużą popularność metod używa-

jących rozkładu normalnego jako funkcji gęstości rozkładu prawdopodobieństwa. Jednym

z powodów jest stabilność tego typu rozkładu: suma dwóch zmiennych losowych o roz-

kładzie normalnym ma dalej rozkład normalny, co pomaga w procesie projektowania i

analizowania algorytmu. Najpopularniejszymi metodami ewolucyjnymi, bazującymi na

wielowymiarowym rozkładzie normalnym, są algorytmy z rodziny CMA-ES. Ewolucyjna

strategia adaptacji macierzy kowariancji używa macierzy kowariancji C, wyestymowanej

z aktualnej populacji, w celu aktualizacji parametrów rozkładu normalnego używanego do

generowania kolejnych generacji punktów. Ta idea, rozszerzając niejako pojęcie wariancji

na wiele wymiarów, implementuje adaptacyjny proces dopasowania parametrów rozkła-

du, do kształtu optymalizowanej funkcji celu. Zwiększa to prawdopodobieństwo obecności

przyszłych, lepszych, punktów w kolejnej generacji. Cecha ta, zwana dopasowaniem do

poziomic funkcji celu, jest najbardziej pożądaną właściwością dla wszystkich algoryt-

mów optymalizacji stochastycznej. Idealny algorytm powinien wiązać prawdopodobień-

stwo obecności każdego punktu w kolejnej populacji, z poziomem jego jakości (wartością
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funkcji celu). Implementacja własności dopasowania do poziomic funkcji celu w algoryt-

mie CMA-ES jest obarczona problemem wysokiego poziomu niezbędnego nakładu obli-

czeniowego. Zadanie pełnej faktoryzacji macierzy kowariancji C do postaci AAT = C lub

ADAT = C posiada nakład obliczeniowy O(n3). W niektórych implementacjach CMA-

ES, faktoryzacja ta jest niezbędna w każdej generacji, by móc utworzyć nową populację

zgodnie z wielowymiarowym rozkładem normalnym i macierzą kowariancji C. Duży na-

kład obliczeniowy metod z rodziny CMA-ES sprawia, że ich stosowanie w problemach o

wysokiej wymiarowości jest ograniczone.

Opisane problemy numeryczne wynikają z wysokiego poziomu skomplikowania mecha-

nizmów matematycznych, na których oparta jest strategia ewolucyjna CMA-ES. Równie

szeroko stosowaną metaheurystyką populacyjną jest ewolucja różnicowa. Metoda ta imple-

mentuje znacząco prostszy mechanizm mutacji, bazujący na idei skalowanego różnicowa-

nia punktów w populacji. Klasyczna ewolucja różnicowa, posiadając nakład obliczeniowy

liniowo zależny od wymiarowości, może być łatwiej niż CMA-ES wykorzystywana dla

problemów o dużej skali trudności. Metoda ta nie posiada jednakże wykazanej wprost

cechy dopasowywania się do poziomic funkcji celu, może również wykazywać dużą zależ-

ność skuteczności działania od pierwszej populacji lub kształtu funkcji celu. Dla metod

rodziny ewolucji różnicowej znany jest problem jej nieodporności na obroty przestrzeni

przeszukiwań (w przypadku ewolucji różnicowej z aktywnym mechanizmem krzyżowania).

Obie wiodące metaheurystki populacyjne posiadają cechy, na których opiera się ich

skuteczność oraz popularność. Każda z nich posiada jednakże wady, które uniemożliwiają

uniwersalne zastosowanie każdej z nich do dowolnego problemu. Wydaje się, że idealnym

łącznikiem pomiędzy tymi dwiema rodzinami metaheurystyk byłby algorytm, który im-

plementowałby sposób działania metody CMA-ES i cechę dopasowania do kształtu funkcji

celu, używając do tego nieskomplikowanej numerycznie idei mutacji różnicowej. Taka me-

taheurystyka miałaby wówczas zbiór zalet umożliwiający jej uniwersalne zastosowanie,

niezależnie od typu problemu.

1.2 Cel rozprawy

Celem rozprawy jest sformułowanie efektywnego algorytmu bazującego na generowaniu

nowych punktów w sposób analogiczny do algorytmu CMA-ES, jednak niewykorzystują-
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cego złożonych operacji macierzowych.

Autor zaproponuje metodę, która generuje kolejne populacje z użyciem mutacji różni-

cowej w taki sposób, że empiryczna macierz kowariancji i wartość średnia populacji będą

wyznaczane podobnie jak w algorytmie CMA-ES. W ramach rozprawy przeprowadzona

będzie analiza empiryczna skuteczności działania zaproponowanego algorytmu z użyciem

zadań zdefiniowanych na potrzeby konkursów optymalizacyjnych. Jakość tego algorytmu

zostanie porównana z wynikami wiodących metod biorących udział w tych konkursach,

co pozwoli na weryfikację efektywności zaproponowanej metody.

1.3 Struktura rozprawy

Główna treść rozprawy została podzielona na trzy części. W rozdziale 2 zaprezentowany

został przegląd metaheurystycznych metod optymalizacji z rodzin CMA-ES i DE. Przed-

stawione zostały podstawy teoretyczne działania, scharakteryzowane zostały wady oraz

zaprezentowane zostały nowoczesne linie rozwojowe tych technik. Rozdział 3 wprowadza

definicję algorytmu różnicowej strategii ewolucyjnej (DES) oraz ilustruje jej działanie w

kontekście metody CMA-ES oraz zjawiska dopasowywania się rozkładów generowanych

punktów do poziomic funkcji celu. Rozdział 4 obrazuje skuteczność działania zapropono-

wanego przez autora algorytmu DES, w kontekście konkursów optymalizacyjnych, na tle

wiodących rozwiązań.
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Rozdział 2

Metaheurystyczne metody

optymalizacji

Taksonomia metaheurystyk, z uwagi na brak jednoznacznych kryteriów uznania metody

za metaheurystyką, jest trudna do ustalenia. Algorytmy te często bazują na analogiach do

procesów ze świata rzeczywistego, które można interpretować w kategoriach optymalizacji.

Dziedzina pojęć i definicje czerpane są wówczas z domeny wiedzy, z której pochodzi dana

metafora. Ten fakt czyni zadanie konceptualizacji domeny metaheurystyk problemem,

w którym budowa podstawowego systemu definicji może nie być możliwa do ustalenia.

Kategoryzacja metaheurystyk jest możliwa w kontekście pewnego, rozważanego, zbioru

rodzin algorytmów.

Istnieje wiele prób podziału metaheurystyk, zgodnie z pewną, zaproponowaną taksono-

mią, zwykle w oparciu o jedną lub kilka wyróżnionych cech. Blum oraz Roli[9] specyfikują

grupę cech, które mogą być kryteriami klasyfikacji metaheurystyk. Są nimi takie właściwo-

ści jak: źródło inspiracji metody (inspirowane biologicznie lub nie), sposób przeszukiwania

przestrzeni problemu (lokalna bądź globalna), przeszukiwanie z wykorzystaniem popula-

cji bądź pojedynczego punktu, sposób użycia funkcji celu (niezmienność funkcji celu w

czasie działania metody) oraz sposób uwzględniania historii (używanie historii przeszuki-

wanych punktów bądź nie). Zbiór tych cech nie jest jednak wystarczający do szczegółowej

klasyfikacji każdej możliwej metaheurystyki, lecz może stanowić pewne kryteria budo-

wy systemu taksonomicznego. Przykładów takich systemów dokonujących kategoryzacji

dziedziny metaheurystyk jest tak wiele, że istnieją prace przeglądowe(np.[52]) dokonują-

ce analizy i porównania najpopularniejszych taksonomii, które starają się sklasyfikować
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obecnie wiodące rozwiązania rodzin algorytmów.

Wyniki konkursów optymalizacyjnych z ostatnich lat, takich jak BBOB (Black Box

Optimization Benchmarking)[21], czy CEC (Congress on Evolutionary Computation)[5]

wskazują, że wiodącymi metaheurystykami dla wielowymiarowych problemów optyma-

lizacji ciągłej są metody z rodziny CMA-ES[17] oraz DE[53]. Z uwagi na cel niniejszej

rozprawy przedstawiony w Rozdziale 1, poniżej przedstawione zostaną charakterystyki

wyłącznie tych dwóch metod.

2.1 Ewolucyjna strategia adaptacji macierzy kowa-

riancji

Metoda CMA-ES[17] jest stochastyczną metaheurystyką populacyjną do optymalizacji

ciągłej, dla problemów zarówno liniowych, jak i nieliniowych. Jest to algorytm ewolu-

cyjny bazujący na takich mechanizmach ewolucji biologicznej jak mutacja i selekcja. W

każdej generacji nowe punkty są generowane z użyciem mutacji o stochastycznych pod-

stawach. Następnie nowa populacja jest poddawana selekcji na podstawie funkcji celu q,

w celu wyznaczenia punktów będących rodzicami dla kolejnej generacji. W ten sposób w

kolejnych generacjach generowane są punkty o możliwe wysokiej jakości.

W CMA-ES iteracyjne przybliżana jest dodatnio określona macierz kowariancji, która

dla wypukłych funkcji kwadratowych jest bliska odwrotności hesjanu funkcji celu q [14].

Metoda CMA-ES jest algorytmem ewolucyjnym do optymalizacji lokalnej[27], która może

być jednak stosowana z powodzeniem do optymalizacji globalnej[23] [18]. Metoda jest ty-

powo stosowana do rozwiązywania problemów optymalizacyjnych z ograniczeniami kost-

kowymi lub bez ograniczeń, w których wymiarowość problemu powinna zawierć się w

przedziale 3 ¬ n ¬ 100.

2.1.1 Podstawy teoretyczne

Wielowymiarowy rozkład normalny

Algorytm CMA-ES jest populacyjnym algorytmem ewolucyjnym, który bazuje na stocha-

stycznej generacji punktów zgodnie z wielowymiarowym rozkładem normalnym. Wielowy-

miarowy rozkład normalny N (m,C) jest złożeniem wielu jednowymiarowych rozkładów
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Rysunek 2.1: Linia przerywana oraz pogrubiona pokazuje kształt możliwych elipsoid jed-

nakowej gęstości rozkładu normalnego, gdzie I oznacza macierz jednostkową, D macierz

diagonalną, a C pełną macierz kowariancji. Linia szara ukazuje poziomice funkcji celu.

Źródło: [16]

normalnych w każdym z wymiarów i posiada jedno-modalną funkcję gęstości o środku w

punkcie m ∈ Rn. Wielowymiarowy rozkład normalny N (m,C) jest jednoznacznie opisa-

ny przez wektor wartości oczekiwanej m oraz dodatnio określoną, symetryczną macierz

kowariancji C ∈ Rn×n. Macierz kowariancji C posiada także interpretację geometryczną

definiując jednoznacznie hiper-elipsoidę {x ∈ Rn|xTC−1x = 1}, będącą poziomicą funkcji

gęstości prawdopodobieństwa rozkładu N (0,C). Rysunek 2.1 pokazuje kształt elipsoid

jednakowego poziomu gęstości prawdopodobieństwa, dla dwuwymiarowego rozkładu nor-

malnego, o macierzach kowariancji zadanych w różny sposób. Tylko pełna (nie diagonalna)

macierz kowariancji sprawia, że rozkład (oznaczony na rysunku poprzez N (0,C)) posiada

możliwość dopasowania się do poziomic dowolnej kwadratowej funkcji celu. Macierz kowa-

riancji zadana w postaci macierzy diagonalnej, posiada maksymalną liczbę stopni swobody

równą wymiarowości problemu. W przypadku gdy C = σ2 I liczba ta równa jest jeden.

Taki rozkład posiada jedynie zdolność do całkowicie symetrycznego przeskalowywania

się na skutek zmiany wartości odchylenia standardowego (rozkład jest izotropowy). Gdy

C = D 2 właściwość dopasowywania się rozkładu jest niezależna dla każdego wymiaru

sprawiając, że osie główne elipsoid jednakowej gęstości prawdopodobieństwa mogą być

skalowane równolegle do osi każdego z wymiarów problemu. Macierz kowariancji, która

nie jest diagonalna, posiada dodatkowe stopnie swobody wynikające z uwzględniania za-

leżności pomiędzy wymiarami problemu, co daje możliwość obrotu elipsoidy jednakowej
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gęstości prawdopodobieństwa względem osi problemu.

Realizacja wprost wielowymiarowego rozkładu normalnego o zadanej pełnej macierzy

kowariancji jest zadaniem nietrywialnym obliczeniowo. Wzór N (m,C) można jednakże

przekształcić w następujący sposób:

N (m,C) ∼m+N (0,C)

∼m+C
1
2N (0, I)

(2.1)

Stosując rozkład macierzy według wartości własnych (rozkład spektralny), macierz C

może być przedstawiona w postaci rozkładu C = BD2BT gdzie:

B jest macierzą ortogonalną (B−1 = BT oraz BBT = I), w której kolumny są bazami

ortonormalnymi wektorów własnych macierzy C

D jest macierzą diagonalną, której przekątną tworzą pierwiastki wartości własnych ma-

cierzy C. D2 = D D = diag(d1, . . . , dn)2 = diag(d21, . . . , d
2
n), gdzie d

2
i jest i-tą

wartością własną macierzy C

Wzór na dekompozycje spektralną pozwala na obliczenie pierwiastka macierzy C
1
2 . Sto-

sując serię przekształceń i podstawień[16, Rozdział 0.1] można otrzymać wzór:

C
1
2 = BDBT (2.2)

B jest macierzą ortogonalną w której kolumny stanowią bazy ortonormalne, więc każda

kolumna posiada normę równą ∥Bk∥2 = 1, gdzie k to numer kolumny macierzy B. Można

więc przyjąć, że

BTN (0, I) ∼ N (0, I) (2.3)

Z użyciem (2.1), (2.2) oraz (2.3) można zapisać wzór na N (m,C) w postaci:

N (m,C) ∼m+C
1
2N (0, I)

∼m+BDBTN (0, I)

∼m+BDN (0, I)

(2.4)

Algorytm CMA-ES generuje punkty zgodnie z wielowymiarowym rozkładem normal-

nym N (m,C). Wzór (2.4) pozwala uprościć proces generowania rozkładu wykorzystując

w tym celu sferyczny (izotropowy) rozkład normalny N (0, I), który może być z łatwością

numerycznie realizowany na komputerach.
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Empiryczna macierz kowariancji

Metoda CMA-ES bazuje na generacji punktów z użyciem wielowymiarowego rozkładu

normalnego opartego o macierz kowariancji. Jeżeli macierz kowariancji rozkładu wyno-

si C, to empiryczna macierz kowariancji zbioru λ niezależnych realizacji tego rozkładu

wynosi Ce. W celu wyznaczenia Ce używana jest wygenerowana z rozkładem normal-

nym populacja punktów x1, . . . ,xλ, o liczebności λ. Empiryczna macierz kowariancji jest

wówczas zadana wzorem [16, Rozdział 3.1]:

Ce =
1
λ− 1

λ∑
i=1

xi − 1
λ

λ∑
j=1

xj

xi − 1
λ

λ∑
j=1

xj

T (2.5)

W przypadku jednoczesnego szacowania wariancji i średniej ze skończonej próby, tak jak

ma to miejsce we wzorze (2.5), należy stosować poprawkę Bessela aby zredukować obcią-

żenie estymatora. Z tego powodu w mianowniku we wzorze 2.5 występuje wartość λ− 1.

Poprawka ta nie jest potrzebna, jeśli do obliczeń wykorzystuje się wartość oczekiwaną

zamiast średniej populacyjnej. Macierz Ce jest nieobciążonym estymatorem macierzy ko-

wariancji C, przy założeniach niezależności generowania losowych punktów x1, . . . ,xλ.

Czynnik
∑λ
j=1 xj wyznacza średni punkt populacji, realizując empiryczną estymatę war-

tości oczekiwanej rozkładu. Wartość ta jest jednak znana dla każdej generacji i wynosi

m. Wówczas zamiast wzoru (2.5) można użyć zależności:

Ce =
1
λ

λ∑
i=1

(xi −m) (xi −m)T (2.6)

Zastąpienie punktu średniego aktualnie zrealizowanej próby (wygenerowanej populacji),

punktem m będącym wartością oczekiwaną zmiennej losowej dodaje jeden stopień swo-

body. Wymusza to zmianę normalizacji z 1
λ−1 na

1
λ
w celu zachowania braku obciążenia

estymatora macierzy kowariancji. Algorytm CMA-ES posługuje się definicją ważonej ma-

cierzy kowariancji [23]:

Cµ =
µ∑
i=1

wi (xi:λ −m) (xi:λ −m)T

µ∑
i=1

wi = 1, w1 ­ w2 ­ · · · ­ wµ ­ 0 0 < µ ¬ λ
(2.7)

Zmiana ta ma na celu uwzględnić podczas procesu estymacji macierzy kowariancji ja-

kość poszczególnych punktów, poprzez uszeregowanie punktów zgodnie z ich jakością oraz

wprowadzenie wektora wag zależnych od pozycji w uszeregowaniu. Wektor wag daje moż-
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liwość określenia poziomu wpływu jakości punktów na modyfikacje empirycznej macierzy

kowariancji. Jeśli µ = λ oraz wi=1,...,µ = 1µ wówczas C
(g+1)
µ = C(g+1)e .

2.1.2 Opis algorytmu CMA-ES

Opisywana w tym rozdziale wersja algorytmu została wprowadzona przez Hansena i

Ostermeiera[17] i będzie dalej nazywana wersją pierwotną lub bazową. Bazowy algorytm

CMA-ES zakłada, że adaptacja paramentów rozkładu (nowego punktu środkowegom oraz

nowej macierzy kowariancjiC) jest zdefiniowana tylko na podstawie grupy µ punktów cha-

rakteryzujących się najlepszymi wartościami funkcji celu, gdy wartości wag są jednakowe

(wi = 1µ). Rysunek 2.2 ukazuje zarys bazowego algorytmu CMA-ES. Metoda opiera się na

1: p(1)c ← 0, p(1)σ ← 0, C(1) ← I

2: t← 1

3: inicjuj(m(1), σ(1))

4: while !stop do

5: for i = 1 to λ do

6: d(t)i ∼ N(0,C(t))

7: x(t)i ←m(t) + σ(t)d
(t)
i

8: end for

9: oceń(X(t))

10: ∆(t) ← ∑µ
i=1wid

(t)
i

11: m(t+1) ←m(t) + σ(t)∆(t)

12: p(t+1)σ ← (1− cσ)p(t)σ +
√
µcσ(2− cσ) · (C(t))−

1
2∆(t)

13: p(t+1)c ← (1− cc)p(t)c +
√
µcc(2− cc) ·∆(t)

14: C(t+1) ← (1− ccov)C(t) + c1C(t)1 + cµC(t)µ
15: σ(t+1) ← σ(t) exp

(
cσ
dσ

(
∥p(t+1)σ ∥
E∥N(0,I)∥ − 1

))
16: t← t+ 1

17: end while

Rysunek 2.2: Zarys algorytmu CMA-ES

generacji punktów z użyciem wielowymiarowego rozkładu normalnego, scharakteryzowa-

nego przez punkt środkowy m(t), macierz kowariancji C(t) oraz współczynnik kroku σ(t),

gdzie t jest indeksem oznaczającym numer generacji. Macierz kowariancji pierwszej gene-
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racjiC(1) jest inicjowana macierzą jednostkową I, a wartościm(1) oraz σ(1) są parametrami

algorytmu, zadawanymi przez użytkownika. Tak scharakteryzowany rozkład generuje w

każdej generacji λ punktów z przestrzeni problemu. Następnie wszystkie punkty podda-

wane są ocenie z użyciem funkcji celu, a zbiór µ najlepszych punktów używany jest do

aktualizacji parametrów rozkładu.

Generacja punktów

Generacja nowych punktów w populacji X(t), w metodzie CMA-ES następuje w dwu-

stopniowym procesie. W pierwszej fazie tworzony jest zbiór D(t) = {d(t)i , i = 1, . . . , λ}

będący zbiorem punktów bazowych wygenerowanych z rozkładem normalnym o zerowej

wartości średniej i macierzy kowariancji C(t). Oczekiwana wartość macierzy kowariancji

empirycznej tego zbioru wynosi Σ[D(t)] =
(
1− 1

λ

)
C(t).

W drugiej fazie generowane są punkty x(t)i będące punktami populacji t i realizowane

poprzez zsumowanie punktu środkowego m(t) i przeskalowanych parametrem σ(t) wekto-

rów d(t)i . Tak utworzona populacja jest następnie ewaluowana poprzez przyporządkowanie

każdemu punktowi jego wartości funkcji celu, a następnie sortowana względem tych war-

tości. Zbiór µ indeksów z przyporządkowanymi wartościami funkcji celu jest zbiorem µ

najlepszych punktów populacjiX(t). Implementowana jest tym samym selekcja obcinająca

oparta na deterministycznej operacji wyboru µ < λ najlepszych spośród λ punktów.

Zbiór µ najlepszych punktów populacji X(t) wykorzystywany jest do adaptacji pa-

rametrów rozkładu normalnego, m.in do obliczenia wartości punktu środkowego kolejnej

populacji. W tym celu obliczana jest ważona średnia µ najlepszych punktów aktualnej po-

pulacji X(t). Wartość oczekiwanam(t+1) kolejnej populacji jest sumą wartości oczekiwanej

aktualnej populacji oraz obliczonej wartości średniej, przeskalowanej poprzez współczyn-

nik kroku. Zgodnie z [20], metoda będzie działać poprawnie nawet w przypadku, gdy

mnożnik σ będzie wartością stałą. Adaptacja parametru kroku σ(t) zwiększa jednakże

tempo zbieżności algorytmu.

Aktualizacja macierzy kowariancji

CMA-ES po każdej iteracji dokonuje adaptacji macierzy kowariancji za pomocą dwóch

różnych macierzy opisanych poniżej. Metoda aktualizacji rank-µ definiuje macierz C(t)µ
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wyznaczaną na podstawie zbioru D(t)µ generacji t.

C(t)µ =
µ∑
i=1

wid
(t)
i

(
d(t)i

)T
(2.8)

Wagi wi spełniają założenia zgodne z wzorem (2.7) i dają możliwość określenia poprawki

uwzględniającej poziom jakości poszczególnych punktów. Te same wagi używane są pod-

czas wyznaczania wektora∆(t) będącego ważoną średnią wektorów d(t)i (rysunek 2.2, linia

10).

Drugą używaną przez CMA-ES metodą aktualizacji jest rank-1, która definiuje macierz

C1. Opiera się ona na wektorze p(t)c , który jest rezultatem wygładzania wykładniczego

wektorów ∆(τ), τ = 1, . . . , t.

C(t)1 =p
(t)
c

(
p(t)c

)T
(2.9)

Ostateczną macierzą kowariancji kolejnej generacji C(t+1) jest ważona suma aktualnej

macierzy C(t) oraz macierzy C(t)µ oraz C
(t)
1 , zgodnie z zależnością:

C(t+1) = (1− ccov)C(t) + c1C(t)1 + cµC(t)µ

c1, cµ, ccov < 1, ccov = c1 + cµ, ccov ¬ 1.
(2.10)

Macierz kowariancji C(t) jednoznacznie definiuje rozkład wektorów d(t)i . Zgodnie z (2.9)

czynnik C(t)1 preferuje generowanie wektorów które są zgodne z kierunkiem wektora sku-

mulowanego przesunięcia punktów środkowych p(t)c . W efekcie zastosowania wzoru 2.10,

gdy punkty środkowe poprzednich populacji przesuwały się w tym samym kierunku, w

macierzy C(t) zostaną wydłużone wektory własne, o kierunku zgodnym z przesunięciem

p(t)c . Innymi słowy metoda CMA-ES będzie przeszukiwać przestrzeń problemu z więk-

szym krokiem, zgodnym z kierunkiem skumulowanego przesunięcia punktów środkowych,

w celu przyspieszenia procesu optymalizacji i osiągnięcia lokalnego optimum.

Zgodnie z (2.10), macierz kowariancji C(t) zapamiętuje historię różnorodności wekto-

rów d(t)i oraz historię zmian punktów środkowych. Wzór ten przyjmuje formę równania

rekurencyjnego implementującego wykładnicze wygładzanie średnich wektorów d(t)i .

Twierdzenie 2.1.1. Procedura adaptacji macierzy kowariancji(rysunek 2.2, linia 14)
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może być przedstawiona jako:

C(t) =cµ
µ− 1
µ

t∑
τ=1

(1− ccov)t−τS
(
D(τ)µ

)

+ c1
t∑
τ=1

(1− ccov)t−τp(τ)c
(
p(τ)c

)T
+ cµ

t∑
τ=1

(1− ccov)t−τ∆(τ)
(
∆(τ)

)T
+ (1− ccov)tI (2.11)

gdzie D(τ)µ jest zbiorem µ najlepszych punktów bazowych, wybranych z zgodnie z warto-

ściami funkcji celu w generacji τ , a S(D(τ)µ ) jest empiryczną macierzą kowariancji zbioru

D(τ)µ .

Dowód. Procedura adaptacji macierzy kowariancji jest liniowym równaniem rekurencyj-

nym pierwszego rzędu o niejednorodnej budowie, które definiuje sekwencję macierzy C(1), C(2), . . . , C(t).

Wzór jawny ciągu ma postać:

C(t+1) =
t∑
τ=1

(1− ccov)t−τ
(
c1C

(τ)
1 + cµC

(τ)
µ

)
+ (1− ccov)tI (2.12)

Dalsze przekształcenia wzoru (2.12) ułatwia poniższy lemat.

Lemat 2.1.2. Macierz rank-µ oraz empiryczna macierz kowariancji najlepszych punktów

bazowych, pozostają w następującej relacji:

C(t)µ =
µ− 1
µ
S
(
D(t)µ

)
+∆(t)

(
∆(t)

)T
(2.13)

Aby udowodnić lemat 2.1.2 należy przytoczyć wzór na empiryczną macierz kowariancji

S
(
D(t)µ

)
:

S
(
D(t)µ

)
=
1
µ− 1

µ∑
i=1

(d(t)i −∆(t))(d
(t)
i −∆(t))T (2.14)
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Przekształcając wzór (2.8) definiujący macierzC(t)µ i stosując wzór (2.14) można otrzymać:

C(t)µ =
1
µ

µ∑
i=1

(
d(t)i −∆(t) +∆(t)

) (
d(t)i −∆(t) +∆(t)

)T
=
1
µ

µ∑
i=1

(
d(t)i −∆(t)

) (
di −∆(t)

)T
+
1
µ

µ∑
i=1

(
d(t)i −∆(t)

) (
∆(t)

)T
+
1
µ

µ∑
i=1

∆(t)
(
d(t)i −∆(t)

)T
+
1
µ

µ∑
i=1

∆(t)
(
∆(t)

)T
=
µ− 1
µ
S(D(t)µ ) +∆

(t)
(
∆(t)

)T
(2.15)

Stosując równości (2.9) oraz (2.15) we wzorze (2.12) można otrzymać:

C(t) =
t∑
τ=1

(1− ccov)t−τc1
(
p(τ)c

) (
p(τ)c

)T
+
t∑
τ=1

(1− ccov)t−τcµ
µ− 1
µ
S(D(τ)µ )

+
t∑
τ=1

(1− ccov)t−τcµ∆(τ)
(
∆(τ)

)T
+ (1− ccov)tI

Adaptacja długości kroku

Procedura adaptacji macierzy kowariancji w algorytmie CMA-ES posiada w pewnym

stopniu zdolność adaptacji długości kroku. Czynnik C(t)1 posiada zdolność wydłużania

wektorów własnych macierzy C(t), których kierunek jest zgodny z wektorem skumulo-

wanego przesunięcia punktów środkowych p(t)c , w stopniu zależnym od wartości wag c1

i cµ, wektora skumulowanego przesunięcia p(t)c oraz rekurencyjnego charakteru aktuali-

zacji macierzy C(t)(2.11) implementującego ideę wygładzania wykładniczego. Dynamika

procesu adaptacji macierzy kowariancji jest w algorytmie CMA-ES poprawiana poprzez

wprowadzenie dodatkowego czynnika - współczynnika kroku - σ(t), który reguluje w sposób

adaptacyjny ogólny krok procesu przeszukiwania przestrzeni.

Aktualizacja czynnika σ(t) opiera się na obserwowaniu dynamiki zmian punktu środko-

wego populacji z użyciem wektora p(t+1)σ . Definicja tego wektora podobna jest do definicji
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wektora p(t+1)c , a sam mechanizm nazywany jest ścieżką ewolucji. W efekcie, algorytm

CMA-ES dokonuje adaptacji dwóch ścieżek ewolucji nazywanych odpowiednio anizotro-

pową p(t+1)c oraz izotropową p(t+1)σ Ścieżka ewolucyjna jest sumą punktów środkowych

następujących po sobie generacji. W praktyce, ścieżki ewolucyjne w CMA-ES są wekto-

rami, p(t)c ,p
(t)
σ ∈ Rn, z zaimplementowanym mechanizmem wykładniczego wygładzania

o punkcie startowym p(0)c ,p
(0)
σ = [0]

n. Sposób aktualizacji p(t+1)c (Rysunek 2.2, linia 13)

nadaje tej ścieżce ewolucji charakter anizotropowy, zależny od kierunku fluktuacji punktu

środkowego ∆(t), względem wektorów własnych macierzy C. Oznacza to, że oczekiwana

długość ścieżki p(t+1)c jest zależna nie tylko od długości wektorów punktów środkowych

∆(1,...,t) ale również od ich kierunku. Aktualizacja wektora p(t+1)σ dokonuje izotropowego

sumowania długości wektorów d(t)i . We wzorze na aktualizacje izotropowej ścieżki ewo-

lucji (Rysunek 2.2 linie 12) używany jest pierwiastek odwrotności aktualnej macierzy

kowariancji (C(t))−
1
2 do normalizacji wektorów ∆(t). Z wzoru (2.2) możemy otrzymać:

(C(t))−
1
2 = B(t)

(
D(t)

)−1 (
B(t)

)T
(2.16)

Transformacja (C(t))−
1
2∆(t) dokonuje przeskalowania wektorów punktów środkowych do

układu współrzędnych opisanych w B(t). Czynnik (C(t))−
1
2 sprawia, że oczekiwana długość

wektora izotropowej ścieżki ewolucji jest niezależna od jego kierunku. Można wykazać, że

dla dowolnego ciągu macierzy kowariancji C(1,...,t), przy założeniu selekcji nieuwzględnia-

jącej wartości funkcji celu, p(t+1)σ ∼ N (0, I) [15]. Wynika z tego, że oczekiwana norma

wektora p(t+1)σ równa jest oczekiwanej normie wektora wygenerowanego zgodnie z roz-

kładem normalnym standaryzowanym, o jednostkowej macierzy kowariancji. Ostateczny

wzór na aktualizację współczynnika kroku σ(t+1) (Rysunek 2.2 linie 15) wykorzystuję tą

własność, obliczając wartość ilorazu ||p(t+1)σ ||
E||N (0,I)|| i dokonując wykładniczego zwiększenia po-

przedniej wartości kroku, gdy dłuższe wektory przeżywają selekcję, oraz wykładniczej

redukcji w przeciwnym wypadku. Metoda kontrolowania czynnika kroku w algorytmie

CMA-ES opiera się na kilku podstawowych obserwacjach:

1. Gdy ścieżka ewolucji jest krótka, świadczy to o tym , że kolejne generacje fluktuują

wokół pewnego punktu w przestrzeni problemu. Innymi słowy następujące po sobie

wektory ∆(t) populacji posiadają ujemnie skorelowane kierunki. Może to świadczyć

o przebywaniu w pobliżu punktu lokalnie optymalnego, bądź o zbyt dużym rozpro-

szeniu populacji. W takim wypadku czynnik σ(t) powinien być zmniejszony.
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2. Ścieżka ewolucji jest długa, gdy kolejne wektory ∆(t) są ze sobą dodatnio skore-

lowane. W takim przypadku zwiększenie wartości σ(t) spowoduje zastąpienie kilku

mniejszych kroków, w tym samym kierunku jednym, większym, co znacząco przy-

spieszy proces dochodzenia do rozwiązania optymalnego.

3. Gdy długość ścieżki ewolucji jest porównywalna do średniej długości wektorów ∆(t)

kolejnych generacji, następują losowe zmiany kierunku ewolucji. W takim przypadku

wartość kroku σ(t) powinna pozostać niezmieniana.

Wielkość populacji

(a) (b)

Rysunek 2.3: Wykres prawdopodobieństwa osiągnięcia poziomu fstop = 10−10 przy roż-

nych wielkościach parametru λ i (a) funkcji Rastrigina oraz (b) funkcji Griewanka, dla

wymiarowości problemu n = 2(− − O − −), n = 5(− − x − −), n = 10(—–□—–),

n = 20(−−+−−), n = 40(−− ♢−−), n = 80(—–▽—–).

Źródło: [23]

Strategia ewolucyjna CMA-ES posiada szereg wewnętrznych parametrów, takich jak

wielkość populacji λ, liczność populacji po selekcji µ, zbiór wag wi=1,...,µ, parametry ścieżek

ewolucji cσ i cc, adaptacji macierzy kowariancji c1, cµ, ccov oraz czynnika kroku dσ. Każda

z tych wartości ma bezpośredni wpływ na różne elementy algorytmu CMA-ES. Poprawny

ich dobór gwarantuje działanie metody zgodnie z jej założeniami oraz oddziałuje na tempo

zbieżności w kierunku rozwiązania optymalnego. Domyślne wartości wszystkich parame-

trów zostały opisane w [16, Dodatek A]. Wielkość populacji została zaproponowana na
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poziomie λ = 4 + 3ln(n).

Dobór zaproponowanej wielkości populacji jest konsekwencją pierwotnych założeń na

temat przyszłych zastosowań metody. Oryginalnie CMA-ES miał służyć optymalizacji

lokalnej[25] - miał być algorytmem, który będzie się efektywnie zachowywał na funk-

cjach unimodalnych, w szczególności źle uwarunkowanych (o wysokim wskaźniku uwa-

runkowania hesjanu). Metoda ta sprawdza się jednakże również w rozwiązywaniu zadań

optymalizacji globalnej, osiągając dobre rezultaty w poszukiwaniu optimum funkcji wie-

lomodalnych i zaszumionych[23].

Użycie metody CMA-ES do zadań optymalizacji globalnej może wymagać innego niż

domyślny doboru wielkości populacji. Rysunek 2.3 przedstawia wyniki badania, którego

celem było zobrazowanie zależności prawdopodobieństwa znalezienia optimum Psuccess,

dla dwóch różnych funkcji celu (Rastrigina i Griewanka), od wielkości populacji. Wykresy

te zostały wygenerowane z użyciem CMA-ES dla wymiarowości n = [2, 5, 10, 20, 40, 80]

oraz domyślnych parametrów, poza wielkością populacji. Dla każdej wymiarowości i licz-

ności populacji ze zbioru λ = [5, 7, 10, 14, 20, 32, ⌊32
√
2⌋, ⌊⌊32

√
2⌋
√
2⌋, . . . , 1000], bazowa

metoda CMA-ES została uruchomiona 100 razy. Optymalizacja trwała do osiągnięcia

wartości funkcji celu fstop = 10−10 lub wyczerpania budżetu 107 ewaluacji funkcji celu.

Wartość prawdopodobieństwa sukcesu dla zadanej wielkości populacji równa jest liczbie

uruchomień które osiągnęły poziom fstop, w stosunku do wszystkich uruchomień (liczby

100).

Wyniki przeprowadzonych eksperymentów pokazują, że prawdopodobieństwo sukcesu

Psuccess dla funkcji wielomodalnych silnie zależy od wielkości populacji. Dla funkcji Ra-

strigina, na rysunku 2.3(a), widoczny jest sigmoidalny kształt zależności dla wszystkich

wymiarowości. Większe wymiarowości potrzebują większej populacji, aby osiągnąć poziom

prawdopodobieństwa Psuccess = 1. Co więcej prawdopodobieństwo znalezienia rozwiązania

optymalnego jest niskie dla wszystkich wymiarowości i równe jest zero dla najmniejszych

wartości λ. Rysunek 2.3(b) dla funkcji Griewanka ukazuje odmienne charakterystyki suge-

rujące, że niższe wymiarowości potrzebują większych populacji oraz że osiągnięcie poziomu

Psuccess = 1 jest możliwe i stosunkowo łatwe (wymaga niskich wartości λ).

Uzyskane wyniki potwierdzają pierwotne założenia metody CMA-ES. Proces opty-

malizacji funkcji Griewanka przypomina optymalizację unimodalną, w której zależność

parametru λ wymaganego do Psuccess = 1 rośnie logarytmicznie wraz ze wzrostem n, do
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około λ = 20. Domyślna wielkość populacji λ = 4 + 3ln(n) realizuje te założenia.

Nakład obliczeniowy

Empiryczny pomiar, dla różnych funkcji celu i klasycznego kształtu algorytmu CMA-

ES bez modyfikacji, pokazuje kwadratowy lub sub-kwadratowy nakład obliczeniowy dla

dużej części testowanego zbioru funkcji [24] [27]. Metoda CMA-ES posiada kilka czynników

wpływających na taki poziom nakładu obliczeniowego.

Macierz C(t) posiada n
2+n
2 parametrów, które muszą zostać zaktualizowane w celu

wyznaczenia macierzy C(t+1). Potrzeba więc co najmniej n
2+n
2 obliczeń w każdej generacji,

tylko w celu wyznaczenia nowej macierzy kowariancji.

Kolejnym problemem jest generowanie punktów z wielowymiarowym rozkładem nor-

malnym o zadanej macierzy kowariancji, które posiada nakład obliczeniowy O(n2). Zgod-

nie z wzorem (2.4) każde generowanie punktu wymaga konieczności przeprowadzenia mno-

żenia macierzy ortogonalnej B, macierzy diagonalnej D oraz n-wymiarowego wektora

wynikowego N (0, I). Taka operacja posiada nakład obliczeniowy co najmniej O(n2).

Sposób estymacji macierzy kowariancji wprowadzony w algorytmie CMA-ES (opisany

w rozdziale 2.1.2) wykorzystuje macierze C(t)µ oraz C
(t)
1 . Zgodnie z wzorem (2.8) obliczenie

bieżącej macierzy C(t)µ wymaga n
2 operacji dla każdego z µ punktów bazowych. Ze wzoru

(2.9) wynika, że do ustalenia nowej macierzy C(t)1 niezbędne jest przeprowadzenie n2

operacji z wektorem anizotropowej ścieżki ewolucji p(t)c . Estymacja macierzy kowariancji

realizowana w algorytmie CMA-ES posiada więc sumaryczny nakład obliczeniowy O((µ+

1)n2).

Spektralna dekompozycja macierzy kowariancji C, opisana w rozdziale 2.1.1, posiada

nakład obliczeniowy rzędu O(n3). Faktoryzacja ta potrzebna jest w procesie generowa-

nia punktów z wielowymiarowym rozkładem normalnym o zadanej macierzy kowariancji.

Znalezione z użyciem tej procedury macierze są również wykorzystywane do aktualizacji

izotropowej ścieżki ewolucji p(t+1)σ (Rysunek 2.2, linia 13) i parametru kroku. Zgodnie

ze wzorem (2.16) macierze B oraz D wykorzystywane są do wyznaczenia odwrotności

pierwiastka macierzy kowariancji C−
1
2 .

Istnieją rozwiązania umożliwiające zmniejszenie liczby koniecznych obliczeń w każ-

dym kroku metody CMA-ES, tym samym obniżając nieco nakład obliczeniowy, które

zostaną zaprezentowane w kolejnym podrozdziale. Ostatecznie nakład obliczeniowy poje-
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dynczej iteracji podstawowego algorytmu CMA-ES wynosi jednakże O(n3). Poziom ten

jest wynikiem konieczności przeprowadzania w każdej generacji kosztownej obliczeniowo

faktoryzacji macierzy kowariancji.

2.1.3 Linie rozwojowe algorytmu CMA-ES

Bazowa wersja algorytmu CMA-ES zmaga się z wieloma problemami uniemożliwiającymi

jej szerokie stosowanie. Z uwagi na nakład obliczeniowy pojedynczej iteracji wynoszący

O(n3), użytkowa wymiarowość optymalizowanego problemu posiada górne ograniczenie w

okolicy n = 100. Domyślna wielkość populacji jest zestrojona do problemów optymalizacji

lokalnej. Problemy optymalizacji globalnej wymagają ustawienia znacznie liczniejszych

populacji, co obniża tempo zbieżności poprzez zwiększenie wymaganej liczby ewaluacji

funkcji celu w jednej iteracji algorytmu.

Redukcja zapotrzebowania na zasoby

Duży nakład obliczeniowy metody, wynikający głównie z konieczności przeprowadzania

faktoryzacji macierzy kowariancji, uniemożliwia skuteczne stosowanie algorytmu dla du-

żych wymiarowości. Nakład obliczeniowy procesu faktoryzacji macierzy kowariancji z uży-

ciem dekompozycji spektralnej wynosi O(n3). Wartość tą można jednak zredukować po-

przez faktoryzację macierzy kowariancji C nie w każdej, lecz np. co dziesiątą generację[27].

Mechanizm ten szczegółowo opisany w [49][Rozdział 1, przypis 3], posiada niewielki wpływ

na ogólną jakość optymalizacji. Pomimo tej redukcji, operacje macierzowe używane w al-

gorytmie CMA-ES do generowania wektorów bazowych czy adaptacji kroku σ, są nadal

bardzo kosztowne. Istnieje wiele prac naukowych, w których proponowane są rozwiąza-

nia zmieniające lub modyfikujące procesy przekształceń macierzowych, w celu dalszego

zmniejszenia ogólnego nakładu obliczeniowego algorytmu.

Jednym ze sposobów realizacji uproszczenia procesu estymacji macierzy kowariancji

jest przedstawienie jej w postaci sumacyjnej, składającej się z macierzy jednostkowej oraz

pewnego modyfikowalnego produktu bieżącej populacji. Poland oraz Zell proponują meto-

dę MVA-ES[47], w której zamiast dokonywać adaptacji, a następnie faktoryzacji, macie-

rzy C, adaptowany jest jeden wektor. W tym celu tworzony jest wektor v(t+1)(nazywany
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głównym), zgodnie z zaproponowanymi zależnościami:

p(t+1)c = (1− cm)p(t)c + cm(M+M1wvv(t))

v(t+1) = (1− cv)sign((v(t))T ,p(t)c )v(t) + cvp(t+1)c

M←N (0, I), M1 ← N (0, 1)

(2.17)

Parametry cv, cm, wm, wv to pewne stałe, zaś sign(x) funkcja zwracającą znak x. Punkty

potomne generowane są na podstawie wzoru:

x(t+1)i ← x(t)i + σ(M+M1wmv(t))

Taki zapis procedury generacyjnej definiuje macierz kowariancji rozkładu punktów ja-

ko sumę macierzy jednostkowej oraz iloczynu diadycznego skumulowanego przesunięcia

punktu środkowego. Z uwagi na to, że algorytm opiera się na przetwarzaniu wektorów, a

nie macierzy, nakład obliczeniowy został zredukowany do poziomu liniowego O(n). Me-

toda MVA-ES uzyskuje podobne wyniki do CMA-ES jednakże jedynie w przypadku, gdy

istnieje jeden, preferowany kierunek, w którym następować będzie adaptacja parametrów

rozkładu. MVA-ES sprawdzi się więc tylko w optymalizacji funkcji unimodalnych, o wyraź-

nym kierunku najszybszych spadków wartości celu. Dla funkcji wielomodalnych, wyniki

zaproponowanego rozwiązania są znacząco gorsze od rezultatów osiąganych z użyciem

bazowego algorytmu CMA-ES.

Podobny do MVA-ES sposób upraszczania wzoru na macierz kowariancji prezentowany

jest w algorytmie R1-NES[55]. Autorzy metody proponują przyjęcie parametru genero-

wane punktów z użyciem wzorów:

x(t+1)i ← eκ(M+M1u(t))

κ ∈ R : κ← κ+ η∇κJ

DefinicjaM orazM1 jest zgodna z (2.17). Wektor u(t) podlega adaptacji na podstawie:

u(t+1) ← u(t) + η∇uJ

Współczynnik η jest współczynnikiem długości kolejnych kroków w stronę wyznaczoną z

użyciem gradientu. Procedura generacyjna metody R1-NES definiuje macierz kowariancji

rozkładu jako sumę macierzy jednostkowej oraz iloczynu diadycznego dominującego wek-

tora własnego macierzy, przesuniętego w kierunku zgodnym z gradientem funkcji celu.
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Estymacja gradientu posiada liniowy nakład obliczeniowy O(n). Parametryzacja macie-

rzy kowariancji C w R1-NES umożliwia tylko jednemu kierunkowi w każdej generacji

posiadać duże wartości własne. Rzeczywisty kształt funkcji nie może więc być efektyw-

nie aproksymowany z użyciem zaproponowanej procedury. Rezultaty przeprowadzonych

badań pokazują, że metodę R1-NES można skutecznie używać tylko dla konkretnych

kształtów funkcji celu.

Innym sposobem redukcji nakładu obliczeniowego jest wyłączenie konieczności prze-

prowadzania faktoryzacji macierzy kowariancji poprzez pracę na estymacjach sfaktoryzo-

wanych macierzy. Metoda MA-ES[6] proponuje rozwiązanie, w którym generowanie punk-

tów nie wymaga adaptacji izotropowej ścieżki pσ, ani macierzy C. Rozkład generowanych

punktów w kolejnych populacjach jest jednocześnie zbliżony do realizowanego w bazowym

algorytmie CMA-ES (przy założeniu równej parametryzacji obu ścieżek ewolucji cσ = cc).

CMA-ES generuje punkty zgodnie wielowymiarowym rozkładem normalnym N (m,C)

o zadanej pełnej macierzy kowariancji i wartości oczekiwanej. W praktyce, zgodnie ze

wzorem (2.1), jest to realizowane poprzez wygenerowanie punktu z użyciem rozkładu nor-

malnego o jednostkowej macierzy kowariancji, a następnie transformowanie go do wekto-

ra bazowego d(t)i poprzez wymnożenie przez macierz M(t) = (C(t))
1
2 i dodanie wartości

średniejm(t). Do poprawnego działania nie jest więc niezbędna znajomość macierzy kowa-

riancji C(t), wystarczające jest posiadanie w kolejnych generacjach informacji na temat jej

pierwiastka (C(t))
1
2 . Autorzy metody MA-ES proponują, aby zamiast obliczać (C(t))

1
2 z

użyciem rozkładu Cholesky‘ego lub dekompozycji spektralnej, dokonywać jej przybliżenia

poprzez macierz M(t). Jest ona opisana w postaci sumy odchyleń macierzy C1 oraz Cµ

od macierzy jednostkowej I.

M(t+1) ←M(t)[I+ c1
2
[C1 − I] +

cµ
2
[Cµ − I]]

Z uwagi na konieczność mnożenia macierzy oraz szereg dodatkowych operacji, nakład

obliczeniowy jednej iteracji zaproponowanej metody wynosi O(n3). Bazując na teoretycz-

nej analizie, MA-ES pokazuje możliwość całkowitego wyłączenia konieczności stosowania

kosztownej faktoryzacji, wprowadzając inny mechanizm, bez znaczących strat dla sku-

teczności działania metody. Po zastosowaniu metody mnożenia macierzy Coppersmitha-

Winograda można uzyskać nakład obliczeniowy algorytmu MA-ES na poziomie O(n2.37).

Metoda ta dokonuje, na gruncie teoretycznej analizy, przeformułowania wzoru na gene-

rację punktów w algorytmie CMA-ES. Kosztowny proces faktoryzacji macierzy C został
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wyłączony i zastąpiony mechanizmem mnożenia macierzy. Modyfikacja ta nie wpływa

jednakże na obniżenie ostatecznego poziomu nakładu obliczeniowego, tylko na zmianę

najbardziej istotnego czynnika.

Metoda LM-MA-ES[40] proponuje rozwiązanie, które jest modyfikacją metody MA-ES

ukierunkowaną w celu dalszego obniżenia jej nakładu obliczeniowego. Proces generowa-

nia punktów jest zmieniany, wyłączając konieczność używania macierzy M(t). W każdej

generacji tworzona jest nowa populacja wektorów bazowych d(t+1)i na postawie zmian

wprowadzonych w odpowiadających wektorach bazowych d(t+)i poprzedniej generacji. W

celu wyznaczenia potomka wektora d(t)i , przeprowadzanych jest iteracyjnie λ modyfika-

cji poprzedniej wartości, mającej na celu poprawne zamodelowanie odchylenia macierzy

kowariancji od macierzy jednostkowej.

for j ← 1, . . . ,min(t, λ)do

d(t+1)i ← (1− cd,j)d(t)i + cd,jo
(t)
j

(
(o(t)j )

Td(t)i
) (2.18)

Wartość cd,j opisana jest wzorem, zależnym od numeru iteracji j. Wektor o
(t)
j jest de-

finiowany w taki sposób, aby jego kolejne wartości były analogiczne do wektora p(t)σ w

oryginalnym algorytmie CMA-ES. Realizowane jest to w analogiczny do (2.18) sposób:

for i← 1, . . . , λdo

o(t+1)i ← (1− cc,i)o(t)i +
√
µw(2− cc,i)

µ∑
j=1

wjz
(t)
j

Wektory z(t)j są realizacjami zmiennej losowejM (2.17). Parametry cd,j oraz cc,i realizują

wykładnicze zanikanie wraz ze wzrostem numeru iteracji. Algorytm LM-MA-ES dokonuje

modelowania macierzy M(t), będącej sumą odchyleń macierzy C1 oraz Cµ od macierzy

jednostkowej I. Proces iteracyjnego przybliżania dotyczy wyniku mnożeniaM(t) przez re-

alizacje zmiennej losowejM. Zamiast obliczać macierz M(t), by następnie poprzez mno-

żenie z z(t)i uzyskać wektory bazowe d
(t)
i , metoda LM-MA-ES dokonuje bezpośredniego

przybliżenia wyniku tego mnożenia. Z uwagi na wyeliminowanie konieczności mnożenia

macierzy w procedurze generacji nowej populacji, ostateczny poziom nakładu oblicze-

niowego metody wynosi O(nlog(n)). Z uwagi na to, że LM-MA-ES dokonuje przybliżenia

wektorów bazowych generowanych przez algorytm MA-ES, finalny kształt macierzy kowa-

riancji generowanych punktów może się różnić od pierwotnych założeń algorytmu CMA-

ES. Zaproponowany algorytm nie może być więc rozpatrywany jako rozwiązanie problemu

zbyt dużego nakładu obliczeniowego metody CMA-ES dla większych wymiarowości.
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Algorytmem dokonującym bardziej radykalnego niż LM-MA-ES uproszczenia pier-

wotnych założeń CMA-ES, w celu redukcji nakładu obliczeniowego, jest metoda SEP-

CMA-ES[49]. Idea metody zakłada narzucenie na macierz kowariancji C(t) konieczności

diagonalności. Adaptacja macierzy kowariancji sprowadza się wówczas do adaptacji od-

chyleń standardowych w każdym kierunku. Proces generowania punktów z rozkładem

N (0,C(t)) opiera się w takim przypadku na n niezależnych wariancjach. Gdy macierz

C(t) jest diagonalna, macierz B = I dla wszystkich generacji, a więc jest pomijalna. Ma-

cierz pierwiastków wartości własnych jest wówczas pierwiastkiem macierzy kowariancji.

D = (C(t))
1
2 (2.19)

Z uwagi na redukcję stopni swobody macierzy C(t) (parametrów wymagających aktuali-

zacji) z n
2+n
2 do n, jedna iteracja metody posiada liniowy poziom nakładu obliczeniowego

O(n). Algorytm SEP-CMA-ES nie jest odporny na obroty funkcji celu. Wektory własne

macierzy kowariancji są równoległe do poszczególnych osi układu współrzędnych. Meto-

da ta nie dokonuje przybliżenia macierzy kowariancji, lecz jej znacznego uproszczenia. Z

równania (2.19) wynika, że C(t) = D2, a więc metoda generuje populacje zgodnie z rozkła-

dem N (0,D2). Zgodnie z rysunkiem 2.1 funkcja gęstości generowanego rozkładu posiada

tylko częściową zdolność adaptacji do poziomic funkcji celu. Algorytm SEP-CMA-ES nie

może być więc rozpatrywany jako realny krok w kierunku zmniejszenia ogólnego poziomu

nakładu obliczeniowego bazowej metody CMA-ES.

Poprawa szybkości zbieżności

Metoda CMA-ES posiada domyślną wielkość populacji, która maksymalizuje tempo zbież-

ności dla funkcji unimodalnych, w szczególności o źle uwarunkowanym hesjanie. W przy-

padku problemów wielomodalnych, zwiększanie liczności populacji wpływa na zwiększenie

prawdopodobieństwa osiągnięcia optimum (rozdział 2.1.2). Duże populacje sprawiają, że

algorytm CMA-ES staje się więc bardziej dostosowany do optymalizacji globalnej. Obar-

czone jest to kosztem wynikającym ze znaczącego wzrostu liczby ewaluacji funkcji celu w

jednej iteracji, powodując ostateczny spadek szybkości zbieżności procesu optymalizacji,

w stosunku do liczy wywołań funkcji celu. Istnieje wiele propozycji zarządzania wielkością

populacji, by zachowując skuteczność na problemach wielomodalnych, zwiększać szybkość

zbieżności procesu optymalizacji.
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Autorzy metody IPOP-CMA-ES[3] proponują rozwiązanie wprowadzające mechanizm

restartu algorytmu połączony ze zwiększaniem wielkości populacji. Proces ewolucji w tak

zaproponowanej metodzie przebiega wieloetapowo, w następujących po sobie sekwencjach

wywołań bazowej metody CMA-ES. Każda z kolejnych realizacji posiada zwiększoną po-

pulację w stosunku do poprzednika.

λ(0) ← 4 + 3ln(n)

λ(i) ← Kλ(i−1)
(2.20)

Wartość mnożnika K jest parametrem metody, która powinna zawierać się w przedziale

K ∈< 1.5, 5 >. Badania na funkcji Rastrigina pokazują, że metoda osiąga podobnie wyso-

ką skuteczność dla mnożnika z przedziału od 2 do 3. Wynik ten jest powodem sugerowanej

przez autorów wartości K = 2, w zastosowaniach optymalizacji globalnej metody IPOP-

CMA-ES. Proces ewolucji każdego elementu sekwencji trwa aż do osiągnięcia jednego z

kilku kryteriów stopu:

1. Restart następuje gdy odchylenie standardowe rozkładu normalnego jest mniejsze

od TolX we wszystkich kierunkach oraz wszystkie składowe wektora p(t)c są mniejsze

od TolX. Domyślna wartość wynosi TolX = 10−12 [16, Dodatek B.3].

2. Restart następuje gdy najlepszy punkt nie zmienił się przez 10 + 30n
λ
generacji, lub

zmienił się w stopniu mniejszym niż TolFun = 10−12 [16, Dodatek B.3].

3. Restart następuje gdy dodanie wartości odchylenia standardowego 0.1σ(t) we wio-

dącym kierunku C, nie zmieni punktu środkowego ∆(t).

4. Restart następuje gdy dodanie wartości odchylenia standardowego 0.2σ(t) w każdym

kierunku, nie zmieni punktu środkowego ∆(t).

5. Restart następuje gdy wartość uwarunkowania macierzy kowariancji C(t) przekroczy

1014.

Testy zaproponowanej metody dowodzą, że IPOP-CMA-ES przewyższa skutecznością ba-

zową metodę CMA-ES dla części problemów wielomodalnych, w tym funkcji Rastrigina.

Jednocześnie widoczny jest brak istotnych zmian w tempie zbieżności oraz prawdopodo-

bieństwie sukcesu dla funkcji unimodalnych. IPOP-CMA-ES może być traktowany jako

uniwersalnie sparametryzowany algorytm CMA-ES dla nieliniowych, niewypukłych i za-

szumionych problemów optymalizacji globalnej i lokalnej. Metoda ta nie poprawia jednak
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szybkości zbieżności bazowego CMA-ES, wyłącza jedynie konieczność ręcznej zmiany wiel-

kości populacji, w zależności od typu optymalizowanego problemu.

Algorytm BI-POP-CMA-ES[19] wprowadza rozwiązanie mające ograniczać wielkość

populacji, zachowując jednocześnie zdolność do jej wzrostu. W tym celu wprowadzone

są dwa sposoby zarządzania populacją po restarcie. Pierwszy z nich jest strategią zwięk-

szania populacji, zaproponowaną w metodzie IPOP-CMA-ES. Wielkość populacji w tym

podejściu oznaczana jest jako λ(i)IP i opisana jest zgodnie z wzorem (2.20), posiadając gór-

ne ograniczenie λ(i)IP ¬ 512λ(0). Druga strategia stosuje ideę małych populacji zgodnie ze

wzorem:

λ
(i)
S ←

⌊
λ(0)

1
2
λ
(a)
IP

λ(0)

U [0,1]2 ⌋,
gdzie λ(a)IP oznacza aktualną liczność populacji w strategii zwiększania populacji, a U [0, 1]

jest realizacją zmiennej losowej o rozkładzie jednostajnym w przedziale [0, 1]. W efekcie

wielkość populacji w tym sposobie jej zarządzania jest zmienną losową mieszczącą się w

przedziale:

λ
(i)
S ∈

λ(0), λ(a)IP
2

 .
Działanie metody BI-POP-CMA-ES polega na początkowym przydzieleniu połowy do-

stępnego budżetu każdej ze strategii, a następnie wybieraniu takiej, która posiada większy

budżet w danej chwili. Decyzja podejmowana jest po każdym restarcie. W przypadku jed-

nakowego budżetu dla obu strategii wybierane jest podejście zwiększania populacji λ(i)IP .

Kryteria stopu procesu ewolucji są takie same jak w metodzie IPOP-CMA-ES, z dodatko-

wym sposobem terminacji z uwagi na liczbę iteracji. Maksymalna liczba generacji każdego

uruchomienia strategii zależy od liczności populacji aktualnej strategii (zmiennej λ) i wy-

nosi 100+50n+3√
λ
. Ograniczenie to zostało wprowadzone by zapobiec długotrwałej eksplora-

cji o dużej liczbie punktów. Metoda BI-POP-CMA-ES na testowanych przez jej autorów

funkcjach unimodalnych zachowuje się podobnie jak metoda IPOP-CMA-ES. Urucha-

miana jest jedna iteracja strategii zwiększania populacji, która już z wyjściową wielkością

populacji λ(0)IP = λ
(0) jest w stanie znaleźć rozwiązanie optymalne. Działanie BI-POP-

CMA-ES dla takich funkcji jest więc bliskie bazowej metodzie CMA-ES. W przypadku

optymalizacji na funkcjach wielomodalnych, algorytm BI-POP-CMA-ES naprzemiennie

uruchamia obie strategie, robiąc jeden krok ewolucyjny z użyciem rosnących populacji, a
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następnie kilka kroków z użyciem małych. Sekwencja ewolucji dla strategii zwiększania

liczby punktów realizuje proces eksploracji przestrzeni problemu, podczas gdy podejście

małych populacji dokonuje eksploatacji aktualnych obszarów przyciągania ekstremów lo-

kalnych. Ta idea pozwala wydłużyć czas trwania całego procesu ewolucji, w stosunku do

metody IPOP-CMA-ES o takim samym budżecie. Sprawia to, że BI-POP-CMA-ES doko-

nuje poprawy szybkości zbieżności w stosunku do algorytmu IPOP-CMA-ES i w efekcie

do bazowego CMA-ES.

Algorytmy IPOP-CMA-ES oraz BI-POP-CMA-ES posiadają rozszerzenia strategii,

które mogą być wdrażane podczas osiągnięcia kryterium stopu. Modyfikacje NIPOP oraz

NBIPOP[41] dotyczą sposobu zarządzania adaptacją długości kroku σ(t) oraz alternatyw-

nym sposobem zarządzania wielkością populacji. Pierwsza z nich jest zmianą algorytmu

IPOP-CMA-ES polegającą na zmniejszeniu wyjściowej długości kroku σ(0), w momencie

zwiększenia liczności populacji zgodnie z wzorem (2.20). Metoda ta oznaczana jest jako

NIPOP-CMA-ES i opiera się na zmniejszeniu długości kroku zgodnie z wzorem:

σ(0) ← σ
(0)

ρσdec
,

gdzie ρσdec jest czynnikiem zmniejszającym krok w kolejnej sekwencji ewolucji, o sugero-

wanej wartości ρσdec = 1.6. W przypadku gdy wyjściowa długość kroku σ(0) jest mała,

metoda CMA-ES jest w stanie dokonać eksploatacji mniejszych obszarów przyciągania

lokalnych ekstremów, podczas gdy ustawienie większej wartości σ(0) może przyspieszyć

optymalizację w kierunku lokalnego minimum. Początkowo relatywnie niska wartość kro-

ku zostanie przez algorytm adaptacji szybko zwiększona, jeśli zajdzie taka konieczność

(rozdział 2.1.2), przywracając domyślną zdolność CMA-ES do bardziej globalnej optyma-

lizacji. Drugim rozszerzeniem strategii restartu jest metoda NBIPOP-CMA-ES. Modyfi-

kacja ta dotyczy algorytmu BI-POP-CMA-ES, w którym strategię zwiększania wielkości

populacji po restarcie zastąpiono przez NIPOP-CMA-ES. Strategia małych populacji λS

została zamieniona strategią λU losowego przydziału stałej kroku o domyślnej liczności

populacji, zdefiniowaną następująco:

λ
(i)
U ← λ(0)

σ(0) ← σ(0)10−2U [0,1]

Działanie metody NBIPOP-POP-CMA-ES polega na adaptacyjnym przydzielaniu kwan-

tów pozostałego budżetu strategiom, a następnie uruchomieniu obu strategii. Jednym z

33



kryteriów restartu jest zużycie przydzielonej liczby ewakuacji funkcji celu. Rozdział budże-

tu następuje po czasie aż oba podejścia osiągną kryterium stopu. Strategia, której udało

się znaleźć najlepszy jak dotąd punkt dostaje dwa razy więcej budżetu niż druga. W przy-

padku gdy obie strategie znalazły takie samo rozwiązanie, lub gdy nie znalazły jeszcze

żadnego, każdej z nich przydzielana jest jednakowa liczba dopuszczalnej ewaluacji funk-

cji celu. Parametrem metody jest domyślna wartość wywołań funkcji celu, po której ma

nastąpić restart obu strategii. Liczba ta jest kwantem całkowitego budżetu przydzielone-

mu algorytmowi. Metoda NBIPOP-POP-CMA-ES realizuje, podobnie jak BI-POP-CMA-

ES, sekwencję ewolucji mającą na celu przełączanie pomiędzy eksploracją a eksploatacją

funkcji celu. NBIPOP-POP-CMA-ES implementuje jednakże proces rywalizacji pomię-

dzy strategią zwiększającą populację przy jednoczesnym zmniejszeniu wyjściowej stałej

kroku, a bazowym algorytmem CMA-ES z losową początkową wartością kroku. Takie

podejście pozwala adaptacyjne przydzielać większy budżet podejściu skuteczniejszemu w

danej chwili. Sprawia to, że dokonywana jest poprawa szybkości zbieżności w stosunku do

BI-POP-CMA-ES i w efekcie także do CMA-ES.

2.2 Ewolucja różnicowa

Ewolucja różnicowa[53] jest metodą która pierwotnie powstała jako rozwiązanie proble-

mu aproksymacji wielomianami Czebyszewa[59, Rozdział 1.2], w kontekście poszukiwa-

nia współczynników układu wielomianów ortogonalnych najlepiej przybliżającego zadaną

grupę punktów lub krzywą. Wielomiany te są istotną częścią teorii aproksymacji, znajdu-

jąc zastosowanie w interpolacji Lagrange’a. Pierwowzorem ewolucji różnicowej był algo-

rytm genetycznego symulowanego wyżarzania[35], opracowany przez jednego z współauto-

rów opisywanej w tym rozdziale metody. Zaproponowana technika rozwiązywała problem

aproksymacji wielomianowej, jednak z uwagi na niskie tempo zbieżności, niewysoką zdol-

ność eksploracji przestrzeni problemu oraz skomplikowany proces strojenia parametrów,

nie mogła być postrzegana jako praktyczne narzędzie optymalizacyjne. W ramach prac

nad wyeliminowaniem wymienionych problemów, zastąpiono binarne kodowanie przez

zmiennoprzecinkowe oraz zastosowano arytmetykę wektorową. Tak uzyskany ciągły opty-

malizator genetycznego wyżarzania był podstawą ewolucji różnicowej, w której mutacja

opiera się na dodaniu ważonego wektora różnicy dwóch losowo wybranych punktów z po-
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pulacji. Testy tak zmodyfikowanej metody wykazały, że mutacja różnicowa w połączeniu

z jednorodnym krzyżowaniem oraz jednorodną selekcją par punktów, nie wymaga współ-

czynnika wyżarzania do zachowania równowagi pomiędzy eksploracją a eksploatacją.

Algorytm ewolucji różnicowej (nazywany również DE) jest stochastyczną metaheu-

rystyką populacyjną, która optymalizuje zadaną funkcję celu z użyciem wprowadzonego

mechanizmu mutacji różnicowej. Metoda ta jest szeroko stosowana w szczególności dla

problemów o dużej liczbie wymiarów, gdyż jest nieskomplikowana implementacyjnie, a

do działania nie potrzebuje obliczania oraz estymacji gradientu optymalizowanej funkcji.

Ewolucja różnicowa nie wymaga, aby funkcja celu q była różniczkowalna. Z uwagi na

brak konieczności użycia gradientu, algorytm DE może by także używany do poszukiwa-

nia rozwiązań problemów, których funkcja celu jest nieciągła, zaszumiona lub zmieniają-

ca się w czasie. Ewolucja różnicowa została zaprezentowana jako algorytm optymalizacji

globalnej[53] i obecnie jest jedną z najszerzej stosowanych metaheurystyk, używanych do

poszukiwań optimum globalnego. Skuteczności metody DE dowodzi szereg jej zastosowań

w wielu dziedzinach nauki[46], takich jak inżynieria, medycyna, czy genetyka.

2.2.1 Opis algorytmu ewolucji różnicowej

Algorytmy z rodziny ewolucji różnicowej bazują na schemacie zaprezentowanym w przez

autorów w pierwotnym artykule[53]. Rysunek 2.4 przedstawia zarys koncepcji, która bę-

dzie dalej nazywana wyjściową. Algorytm ten przetwarza populacje X(t), które posiadają

λ punktów. W kolejnych generacjach, dla każdego punktu x(t)i , generowany jest nowy

kandydat z(t)i . Potomek x
(t+1)
i wybierany jest na podstawie wyniku rywalizacji wartością

funkcji celu, pomiędzy rozpatrywanym punktem a kandydatem. W taki sposób metoda

tworzona jest populacja X(t+1).

Istnieje kilka wariantów schematu algorytmu ewolucji różnicowej, które zostały zapro-

ponowane przez autorów bazowej metody. Oznaczane są one zgodnie z przyjętą notacją

DE/R/k/C, gdzie R wyznacza sposób selekcji, k liczbę wektorów różnicowych, a C sposób

krzyżowania.

Selekcja

Selekcja w algorytmie ewolucji różnicowej dokonywana jest na kilku poziomach jego dzia-

łania. W początkowej fazie determinuje punkt xbase,i, który stanie się bazowym w procesie
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1: t← 1

2: initialize(X(1) = {x(1)1 , ...,x
(1)
λ })

3: evaluate (X(1))

4: while !stop do

5: for i = 1 to λ do

6: define the base vector xbase,i

7: {r1, ..., r2k} ∼ U(1, ..., λ)

8: d(t)i ←
k∑
j=1

(
x(t)r2j−1 − x

(t)
r2j

)
9: y(t)i ← xbase,i + F · d

(t)
i

10: z(t)i ← crossover
(
y(t)i ,x

(t)
i

)
11: evaluate

(
z(t)i

)
12: if q

(
z(t)i

)
¬ q

(
x(t)i

)
then

13: x(t+1)i ← z(t)i
14: else

15: x(t+1)i ← x(t)i
16: end if

17: end for

18: t← t+ 1

19: end while

Rysunek 2.4: Zarys algorytmu ewolucji różnicowej

mutacji. Punkt ten wyznaczony jest niezależnie dla każdego i-tego elementu populacjiX(t),

stając się genetycznym rodzicem i-tego potomka kandydującego kolejnej generacji. Sposób

wyznaczania punktu bazowego jest pierwszym parametrem schematu ewolucji różnicowej

charakteryzującym reprodukcję. Istnieje kilka podstawowych wariantów selekcji:

DE/rand/k/C : W tej strategii każdy punkt bazowy jest realizacją zmiennej losowej o

rozkładzie jednostajnym określoną na populacji: xbase,i = x(∼U(1,...,λ)). Losowy sposób

doboru punktów bazowych zwiększa oczekiwany poziom różnorodności przyszłej

populacji.

DE/best/k/C : Jest to podejście, w którym punkt bazowy jest najlepszym punktem bie-

żącej populacji: xbase,i = x̂. Nie ma konieczności niezależnego wyznaczania punktu

bazowego każdego elementu populacji, gdyż jest on identyczny dla każdej genera-
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cji. Stosowanie takiej techniki zwiększa nacisk na eksploatacje wokół najlepszego

rozwiązania.

DE/rand-to-best/k/C : Jest to strategia łącząca podejścieDE/rand wraz zeDE/best,

w której punkt bazowy jest ważoną sumą punktu losowego oraz najlepszego w po-

pulacji: xbase,i = (1 − γ)x(∼U(1,...,λ)) + γx̂. Wartość γ ∈ [0, 1] pozwala kontrolować

zachłanność strategi.

DE/current-to-best/k/C : W tej strategi wykorzystywany jest punkt bazowy wy-

znaczony z użyciem podejścia DE/best oraz aktualny, i-ty punkt populacji X(t)

oznaczony jako xi. Strategia ta wymaga co najmniej dwóch wektorów różnicowych

(k ­ 2). Pierwszy z wektorów jest różnicą punktu najlepszego oraz aktualnego, na-

tomiast drugi oraz kolejne wyznaczane są zgodnie ze wzorem na d(t)i (Rysunek 2.4,

linia 8): xbase,i = xi + F · (x̂− xi)

DE/current-to-rand/k/C : Jest to strategia podobna do DE/current-to-best, w

której do budowy pierwszego wektora różnicowego używa się punktu losowego, za-

miast punktu najlepszego. xbase,i = xi + F · (xrb − xi) gdzie rb ∼ U(1, ..., λ)

Algorytm ewolucji różnicowej, tworząc punkt kandydujący, używa mechanizmu mu-

tacji. W tym celu stosowany jest wybór punktów wchodzących w skład wektorów różni-

cowych. W wyjściowym algorytmie DE, każdy z tych punktów jest realizacją zmiennej

losowej określonej na zbiorze punktów, w której: {r1, ..., r2k} ∼ U(1, ..., λ). Wartość k jest

drugim parametrem schematu DE i określa liczbę wektorów różnicowych.

Ostateczna konstrukcja populacji dla kolejnej generacji odbywa z użyciem determi-

nistycznej sukcesji. Punkt kandydujący wyznaczony poprzez proces reprodukcji, mutacji

i krzyżowania, staje się potomnym tylko wtedy, gdy poziom jego jakości jest wyższy od

rodzica. W przeciwnym wypadku punkt rodzicielski przeżywa do kolejnej generacji. Tak

zdefiniowana sukcesja zapewnia nie pogarszanie się średniego poziomu jakości w następu-

jących po sobie populacjach.

Mutacja różnicowa

Operator mutacji w algorytmie DE tworzy mutanta y(t)i poprzez dodanie do punktu bazo-

wego xbase,i przeskalowanej sumy wektorów różnicowych. Zarówno liczba wektorów różni-
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cowych, jak i sposób tworzenia punktu xbase,i, są parametrami charakteryzującymi zadany

schemat ewolucji różnicowej, które zostały opisane w rozdziale 2.2.1[Selekcja].

Wektory różnicowe są najbardziej charakterystycznym elementem metody DE, na któ-

rym bazuje operator mutacji. Sposób budowy pojedynczego wektora polega na odjęciu od

siebie dwóch punktów, wylosowanych z rozkładem jednostajnym z populacji X. Tak po-

wstały wektor, mogący w zależności od parametru k być sumą zadanej liczby wektorów,

bierze udział w tworzeniu mutanta y(t)i , zgodnie z poniższymi wzorami:

d(t)i ←
k∑
j=1

(
x(t)r2j−1 − x

(t)
r2j

)
y(t)i ← xbase,i + F · d

(t)
i

Skuteczność koncepcji wektorów różnicowych opiera się na fakcie zależności pomiędzy

rozkładem punktów populacji wokół jej środka, a rozkładem mutantów wokół punktu

bazowego. Odległość pomiędzy punktami może być dobrym estymatorem różnorodności,

rozumianej w kontekście liczby obszarów przyciągania minimów lokalnych, wokół których

znajduje się populacja. Duże wektory różnicowe mogą sugerować fazę eksploracyjną algo-

rytmu, w której punkty znajdują się w obrębie różnych ekstremów, zwiększając poziom

różnorodności populacji. Małe odległości pomiędzy punktami mogą być natomiast wskaź-

nikiem eksploatacji jednego minimum lokalnego. Fakt ten może być wykorzystany do sku-

teczniejszego zarządzania procesem optymalizacji, np. poprzez zwiększanie kroku w fazie

eksploatacji, a zmniejszanie go podczas eksploracji. Ewolucja różnicowa implementuje ten

mechanizm poprzez operator mutacji, używający przeskalowanej (współczynnikiem F ) su-

my k wektorów różnicowych, utworzonych z losowo wyselekcjonowanych punktów. W taki

sposób algorytm DE jest w stanie zastosować różny krok dla różnych kierunków, biorąc

pod uwagę lokalną dynamikę funkcji celu.

Stosowanie wektorów różnicowych w procesie generacji punktów potomnych pozwala

osiągnąć duży stopień przeszukiwania przestrzeni problemu. Liczba wszystkich możliwych

wektorów różnicowych określona jest przez wzór[32]:(
λ

2k

)
2k! ≈ O(λ2k) (2.21)

Powyższa zależność wyznacza liczność zbioru wszelkich możliwych kierunków, które mogą

być wygenerowane przez populację. Zwiększanie wielkości populacji lub liczby wektorów

różnicowych powoduje zwiększenie siły eksploracyjności metody.
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Mutacja, oparta na dodaniu do punktu bazowego przeskalowanej sumy wektorów róż-

nicowych, powoduje uzależnienie potomków od rozproszenia w populacji. Macierz ko-

wariancji rozkładu generującego wektory różnicowe jest proporcjonalna do empirycznej

macierzy kowariancji populacji rodzicielskiej. Twierdzenie 2.2.1 dowodzi tego faktu.

Twierdzenie 2.2.1. Jeśli X = {xj : j = 1, . . . , λ} będzie populacją rodzicielską w al-

gorytmie DE (zgodnym z rysunkiem 2.4), wówczas rozkład wektorów różnicowych di, gdy

indeksy {r1, ..., r2k} są niezależnymi realizacjami tej samej zmiennej losowej w zbiorze

{1, ..., λ}, a S(X) oznacza empiryczną macierz kowariancji populacji X, jest scharakte-

ryzowany przez wartość oczekiwaną oraz macierz kowariancji równą odpowiednio:

E [di] = 0, Σ [di] =2k
λ− 1
λ
S(X) (2.22)

Dowód. Jeśli pojedynczy indeks j został wygenerowany z użyciem zmiennej losowej o

rozkładzie jednostajnym na zbiorze {1, ..., λ}, wówczas współrzędne punktu xj wylosowa-

nego z X są opisane dyskretną zmienną losową, której rozkład wartości oczekiwanej oraz

macierz kowariancji wynoszą:

E [xj] =
1
µ

µ∑
i=1

xi, Σ [xj] =
λ− 1
λ
S(X)

W przypadku odejmowaniu dwóch niezależnych realizacji tej samej zmiennej losowej, jej

wartości oczekiwane są odejmowane, a macierze kowariancji dodawane.

E [di] = E

 k∑
j=1

(
xr2j−1 − xr2j

) = k∑
j=1

(
E
[
xr2j−1

]
− E

[
xr2j

])
= 0

Σ [di] = Σ

 k∑
j=1

(
xr2j−1 − xr2j

)
=
k∑
j=1

(
Σ
[
xr2j−1

]
+Σ

[
xr2j

])
= 2kΣ [xj] = 2k

λ− 1
λ
S(X)

Co dowodzi 2.2.1.

Zerowa wartość oczekiwana wektorów różnicowych sprawia, że w kolejnych genera-

cjach nie będzie występowało zjawisko dryfu genetycznego (zjawisko Wrighta), będącego

procesem polegającym na fluktuacji częstości występowania danej cechy w populacji, któ-

ra nie wynika z mutacji, ani sposobu selekcji. Populacje nie zostaną więc zdominowane
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przez pewne cechy (współrzędne), ani żadna z nich nie ulegnie losowej eliminacji. Ma-

cierz kowariancji rozkładu generowanego przez wektory różnicowe zależy w największym

stopniu od ich liczby. Zwiększanie parametru k wpływa więc na poziom różnorodności

genetycznej, poprzez zwiększanie siły mutacji. Warto również zauważyć, że skoro indeksy

{r1, ..., r2k} są niezależnymi realizacjami tej samej zmiennej losowej, to w szczególności

mogą one wszystkie być parami równe, co skutkować będzie zerową wartością zmiany w

wyniku mutacji.

Współczynnik skalujący

Parametr F w algorytmie DE pełni rolę wzmocnienia w operatorze mutacji różnicowej. W

typowym podejściu[50] wartość współczynnika F jest liczbą rzeczywistą zawartą w prze-

dziale F ∈ [0, 2]. Niskie wartości współczynnika F powodują zmniejszenie kroku ewolucji,

wykonywanego w stronę wektorów różnicowych, co może powodować wydłużenie procesu

zbieżności do optimum. Wyższe wartości parametru skalującego mogą wspierać fazę eks-

ploracji, zwiększają jednakże prawdopodobieństwo ominięcia optimum. Wartość F musi

być więc odpowiednio niska, aby zapewniać eksplorowanie minimów o małych obszarach

przyciągania, jednocześnie będąc odpowiednio wysoka, aby zapewnić poziom różnorod-

ności populacji umożliwiający eksplorację. Z uwagi na to, że operator mutacji różnicowej

posiada wbudowaną zdolność samoadaptacji długości kroku, wynikającą ze sposobu two-

rzenia wektorów różnicowych (zjawisko opisane szerzej w rozdziale 2.2.1[Mutacja różni-

cowa]), dobór współczynnika F pełni tylko rolę wspomagającą adaptację kroku, głównie

w początkowych fazach procesu optymalizacji. Szereg badań empirycznych wykazuje, że

dobór zbyt dużej wartości parametru F może powodować przedwczesną zbieżność[33][29],

a rekomendowana wartość współczynnika skalującego jest zawarta w przedziale F ∈ [12 , 1]

[38][53][50].

Krzyżowanie

Operator krzyżowania w algorytmie ewolucji różnicowej implementuje ideę dyskretnej re-

kombinacji pomiędzy genetycznym rodzicem x(t)i a mutantem y
(t)
i . Tworzony jest punkt

kandydujący z(t)i posiadający kod genetyczny będący kombinacją materiałów obu punk-

tów, biorących udział w krzyżowaniu. Definicja tego operatora genetycznego jest trzecim

parametrem schematu ewolucji różnicowej, charakteryzującym krzyżowanie. Istnieją dwa

40



najpopularniejsze warianty krzyżowania, zaproponowane przez autorów metody DE w

pierwotnym artykule:

DE/R/k/bin : Podejście to nazywane jest dwumianowym (ang. binomial) i polega na

losowych próbach wyboru materiału genetycznego od krzyżowanych punktów, nie-

zależnie dla każdej j-tej współrzędnej (j-tego genu).

z
(t)
i,j =


y
(t)
i,j if rand(0, 1) ¬ Cr

x
(t)
i,j w przeciwnym wypadku

1 ¬ j ¬ n

Parametr Cr, określający poziom prawdopodobieństwa wyboru współrzędnej od mu-

tanta, jest stały dla wszystkich prób. Rozkład opisujący zadaną liczbę takich sukce-

sów jest więc opisany rozkładem Bernoulliego. Gdy wartość Cr będzie niska, może się

zdarzyć, że punktem kandydującym, a w efekcie sukcesji potomkiem, stałby się ro-

dzic x(t)i . Aby uniemożliwić spadek różnorodności genetycznej populacji wymaga się

niekiedy, aby co najmniej jedna współrzędna w wynikowym punkcie kandydującym

z(t)i musiała pochodzić od mutanta. Coraz częściej jednakże, na gruncie matema-

tycznej analizy, wykazywany jest brak konieczności używania tego wymagania[13].

DE/R/k/exp : W tej strategii, począwszy od losowej współrzędnej, wyznaczany jest

przedział współrzędnych mutanta, który jest kopiowany do punktu kandydującego.

Punkt kandydujący z(t)i posiada więc materiał rodzica genetycznego, za wyjątkiem

ciągu genów skopiowanych od mutanta.

z
(t)
i,j =


y
(t)
i,j if j − 1 ∈ {m(mod n), . . . , (m+ l)(mod n)}

x
(t)
i,j w przeciwnym wypadku

1 ¬ j ¬ n

Indeks m stanowi początkową współrzędną przedziału i jest opisany z użyciem roz-

kładu jednostajnego na zbiorze [1, . . . , n]. Wielkość kopiowanego przedziału deter-

minowana jest poprzez zmienną losową l opisaną rozkładem wykładniczym z praw-

dopodobieństwem sukcesu Cr, w którym sekwencja współrzędnych mutanta trakto-

wana jest jako bufor cykliczny.

Wielkość populacji

Zgodnie ze wzorem 2.21, wielkość populacji λ ma bezpośredni wpływ na liczbę możliwych

kierunków wektorów różnicowych, a więc na potencjalną zdolność eksploracji algorytmu
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DE. Im większa populacja, tym więcej możliwych kierunków wygenerowanych przez me-

chanizm mutacji różnicowej, które mogą zostać eksplorowane. Należy jednak pamiętać,

że wraz ze wzrostem liczby punktów w populacji, rośnie nakład obliczeniowy generacji, a

więc także przewidywany czas zbieżności całego algorytmu. Zgodnie z zaleceniami autorów

metody[53] wielkość populacji powinna zawierać się w przedziale λ ∈ [3n, 10n].

Empiryczne badania[42] wpływu wielkości populacji na jakość optymalizacji w al-

gorytmie DE (na typowej grupie problemów CEC opisywanej szerzej w rozdziale 4.1.1),

ukazują zależność pomiędzy badaną wielkością a naciskiem selektywnym. Populacje rzędu

λ = 2n, w schematach z największym naciskiem na eksploatację np. DE/best/1, wyka-

zują najszybszą zbieżność, posiadając jednocześnie największą tendencje do stagnacji lub

przedwczesnej zbieżności do lokalnych minimów. Z drugiej strony badania dowodzą, że al-

gorytm DE/rand-to-best/2, dla dużych populacji λ = 8n oraz λ = 10n, charakteryzuje

się niewielkim ryzykiem przedwczesnego zbiegania do lokalnych ekstremów i stagnacji,

kosztem dużo większego czasu zbieżności. Optymalny dobór wielkości populacji zależy

więc od założonego poziomu nacisku selektywnego metody.

Nakład obliczeniowy

Jedna iteracja algorytmu ewolucji różnicowej posiada nakład obliczeniowy rzęduO(n·k·λ).

Metoda DE posiada kilka czynników wpływających na taki poziom nakładu.

Generowanie wektorów różnicowych wymaga przeprowadzenia operacji odejmowania

dwóch punktów, do czego niezbędne jest n operacji na wartościach współrzędnych. Liczba

wektorów różnicowych wchodzących w skład sumy d(t)i , ustalona przez parametr k, mul-

tiplikuje ilość operacji. Do obliczenia sumy k wektorów różnicowych potrzebne jest k · n

operacji dodawania. Wyznaczenie mutanta y(t)i wymaga n operacji mnożenia na d
(t)
i oraz

n operacji dodawania współrzędnych wektora wynikowego i punktu bazowego xbase,i.

Niezależny sposób generowania punktów potomnych dla każdego elementu populacji

sprawia, że wielkość populacji wpływa na nakład obliczeniowy. Wartość parametru λ mul-

tiplikuje wszystkie wyznaczone powyżej liczby niezbędnych operacji. Wynikowy nakład

obliczeniowy jednej iteracji algorytmu ewolucji różnicowej jest więc rzędu O(n · k · λ) i

jest zależny liniowo od wymiarowości problemu.
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2.2.2 Linie rozwojowe algorytmu DE

Bazowa wersja metody DE posiada szereg problemów, które utrudniają jej uniwersalne

stosowanie. Ewolucja różnicowa jest globalnym optymalizatorem o dużej tendencji eksplo-

racji przestrzeni, ale stosunkowo niskiej zdolności eksploatacji znalezionego obszaru przy-

ciągania [44]. Przekłada się to wprost na niższe tempo zbieżności w stosunku do metod

o większym nacisku na przeszukiwanie lokalne (np. CMA-ES), szczególnie na funkcjach

unimodalnych.

Kolejnym problemem metody DE jest jej duża wrażliwość na sposób parametryza-

cji. Jakość wyników uzyskiwanych przez algorytm ewolucji różnicowej zależy od doboru

odpowiedniego wariantu metody DE. Zgodnie z analizą schematów notacji DE/R/k/C

w rozdziale 2.2.1, wewnętrzne parametry metody pełnia kluczową rolę w zarządzaniu róż-

norodnością populacji oraz szybkości zbieżności procesu optymalizacji. Optymalny dobór

wariantu metody DE wymaga znajomości typu funkcji celu lub podejścia eksperymental-

nego. Utrudnia to użycie ewolucji różnicowej jako uniwersalnego optymalizatora global-

nego.

Algorytm DE cechuje się brakiem inwariantności rotacyjnej[12] - metoda nie posiada

właściwości niezmienności poziomu skuteczności, przy obrotach optymalizowanej funkcji

celu. Inwariantność tyczy się zachowania porównywalnej wydajności optymalizacji, przy

przekształceniach jednorodnych funkcji celu. Klasyczny algorytm ewolucji różnicowej po-

siada zdolność inwariantności przy skalowaniu i translacji[45]. Brak inwariantności przy

obrotach funkcji celu wynika z zastosowania operatora krzyżowania, który wymienia ma-

teriał genetyczny punktów wzdłuż osi układu współrzędnych przestrzeni problemu. Roz-

bieżność w skuteczności optymalizacji metody DE przy obrotach funkcji celu uniemożliwia

skuteczną parametryzację algorytmu, nawet w kontekście jednej grupy problemów. Ten

fakt utrudnia użycie ewolucji różnicowej jako uniwersalnego optymalizatora globalnego

Poprawa szybkości zbieżności

Jednym ze sposobów zwiększenia tempa zbieżności metody DE jest poprawa sposobu do-

boru jej parametrów. Zgodnie z opisem algorytmu w rozdziale 2.2.1, metoda posiada kilka

współczynników, których wybór wpływa bezpośrednio na równowagę pomiędzy eksplo-

racją a eksploatacją oraz zdolność wydłużania kroku. Kombinacja przyjętego schematu

DE/R/k/C, prawdopodobieństwa sukcesu w krzyżowaniu Cr, współczynnika skalujące-
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go F oraz wielkości populacji λ, charakteryzuje sposób działania metody DE. Istnieją

prace[56] dokonujące klasyfikacji sposobów strojenia algorytmów ewolucji różnicowej, w

oparciu o zaproponowaną taksonomię, w kontekście parametryzacji pojedynczej genera-

cji. Takie podejście jest pewnym gotowym przepisem, umożliwiającym łatwiejsze osiąga-

nie założonej charakterystyki działania metody DE. Z uwagi na to, że uzyskiwana takim

sposobem strojenia jakość nie wykracza poza możliwości klasycznego algorytmu ewolucji

różnicowej, poprawa szybkości zbieżności jest więc tylko względna. Znane są metody im-

plementujące automatyczny proces strojenia, traktując parametry, które mają wartości

stałe w bazowej metodzie DE, jako dynamicznie zmienne. Algorytm SADE[48] samo-

dzielnie dobiera współczynniki Cr oraz F , losując je z rozkładem normalnym o niskiej

wariancji, dla każdego punktu z osobna.

Kolejnym sposobem poprawy szybkości zbieżności jest rozciąganie populacji w kierun-

ku największej poprawy. Algorytm JADE[61] wprowadza nowy wariant reprodukcji do no-

tacji DE/R/k/C. Zaproponowana przez autorów strategia DE/current-to-ρbest/k/C

proponuje wykorzystanie archiwalnych punktów gorszej jakości z poprzednich generacji.

Punkty te są punktami kandydującymi, które przegrały z rodzicem podczas sukcesji, two-

rząc zwiększające się co generacje archiwum, oznaczane przez A. Wzór tworzący mutanta

y
(t)
i w algorytmie JADE wygląda następująco:

y(t)i ← xrand1 + F · (x̂ρ − xrand1) + F · (xrand2 − xP∪Arand), gdzie xrandk = x(∼U(1,...,λ)).

Punkt x̂ρ wyznaczany jest na podstawie ρ procent punktów bieżącej populacji P. Punkty

xrandk oraz x
P∪A
rand losowane są z rozkładem jednostajnym odpowiednio, tylko z bieżącej po-

pulacji P, oraz ze zbioru zsumowanej populacji P z archiwum A. Zaproponowana przez

autorów strategia DE/current-to-ρbest/k/C jest generalizacją strategii DE/current-

to-best/k/C(Rozdział 2.2.1[Selekcja]), z wykorzystaniem archiwum punktów dostarcza-

jącym dodatkowej informacji o kierunku postępu optymalizacji. Dodanie do wzoru na

punkt bazowy y(t)i czynnika przeciągającego go w kierunku poprawy jakości, z perspekty-

wy archiwalnych punktów xP∪Arand gorszej jakości z poprzednich generacji, zwiększa zachłan-

ność działania metody. Zwiększenie szybkości zbieżności, w stosunku do klasycznego DE,

będzie przy takim podejściu zależeć od modalności optymalizowanej funkcji. Im więcej

ekstremów posiadać będzie funkcja celu, tym gorzej będzie się sprawdzać podejście za-

chłanne. Z tego powodu algorytm JADE powinien być postrzegany jako rozszerzenie puli

wariantów ewolucji różnicowej, które tylko dla pewnych typów problemów może poprawić
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szybkość zbieżności.

Zmniejszenie wrażliwości na parametryzację

Sposobem na zmniejszenie wrażliwości metody DE na sposób jej parametryzacji jest im-

plementacja mechanizmu automatycznego strojenia. Metoda jDE[10] wprowadza mecha-

nizm zmieniający w czasie działania algorytmu wartości podstawowych parametrów me-

tody DE. Mechanizm zaimplementowany w jDE umożliwia przydzielanie różnych warto-

ści współczynnika skalującego F oraz prawdopodobieństwa krzyżowania Cr, dla każdego

punktu populacji, który jest używany do tworzenia wektorów różnicowych. Początkowo

parametry te są inicjowane wartościami: F = 0.5, Cr = 0.9. Wartości parametrów da-

nego punktu są dziedziczone od rodzica z poprzedniej generacji, z zaimplementowanym

mechanizmem mutacji. Każdy z dziedziczonych parametrów może być zmieniony losowo z

pewnym rozkładem prawdopodobieństwa. Tak zmodyfikowane parametry mogą być prze-

kazane do punktu w kolejnej generacji tylko wtedy, gdy punkt kandydujący z sukcesem

przejdzie proces rywalizacji. Algorytm jDE dokonuje automatycznego doboru tylko dwóch

podstawowych parametrów parametrów - F oraz Cr, gdy w niektórych strategiach para-

metrów do strojenia może być więcej. Proces doboru nowych współczynników F oraz Cr

implementujący dziedziczenie w efekcie wykorzystuje tylko wiedzę lokalną, z poprzedniej

populacji, nie zapisując i nie uwzględniając historycznych udanych ustawień parametrów.

Algorytm SHADE[57] proponuje technikę adaptacji parametrów dla DE, która wyko-

rzystuje pamięć udanych ustawień parametrów do wyboru przyszłych wartości parame-

trów. Metoda SHADE dokonuje adaptacji parametrów wraz z każdą kolejną generacją.

SHADE jest rozszerzeniem algorytmu JADE (opisanego w podrozdziale 2.2.2[Poprawa

szybkości zbieżności]), który wykorzystuje archiwalne punkty z poprzednich generacji do

aktualizacji parametrów rozkładu generującego współczynniki F oraz Cr, zgodnie z roz-

kładem normalnym. W algorytmie JADE historyczne punkty służą tylko do aktualiza-

cji parametrów dwóch rozkładów normalnych - średniej µCR w rozkładzie generującym

prawdopodobieństwa krzyżowania oraz średniej µF w rozkładzie generującym współczyn-

nik skalujący. Autorzy metody SHADE zaproponowali rozwiązanie adaptacji parametrów

opartej na przechowywaniu historii współczynników punktów zwycięskich. Zamiast ge-

nerować nowe parametry losowo, w oparciu o pewne rozkłady wokół średnich µCR i µF ,

SHADE używa pamięci historycznej MCR, MF , która przechowuje zestawy parametrów
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Cr oraz F , które dobrze działały w przeszłości. Nowe parametry Cr oraz F , dla bieżą-

cej populacji, generowane są poprzez bezpośrednie próbkowanie przestrzeni parametrów

w pobliżu jednej z tych przechowywanych par MCR i MF . Metoda SHADE implemen-

tuje rzeczywistą adaptację parametrów F oraz Cr sprawiając, że ich dobór nie wymaga

znajomości typu funkcji celu. Niestety ten mechanizm adaptacyjny dotyczy tylko dwóch

podstawowych parametrów DE, wybór typu strategii oraz jego parametrów dalej wymaga

podejścia eksperymentalnego, co utrudnia użycie ewolucji różnicowej jako uniwersalnego

optymalizatora globalnego.

Adaptacja parametrów w metodzie SHADE wymaga zbudowania historii współczyn-

ników punktów zwycięskich. Oczekuje się, że metoda będzie działać tym skuteczniej im

więcej punktów w historii będzie się znajdować. Wskazane jest, aby początkowe popula-

cje były duże, a późniejsze populacje malały wraz z każdą kolejną generacją. Algorytm

L-SHADE[58] jest rozszerzeniem metody SHADE o technikę liniowej redukcji wielkości

populacji, która w każdej kolejnej generacji zmniejsza liczność populacji, zgodnie z liniową

zależnością. Idea ta pozwala na zwiększenie skuteczności działania mechanizmu adaptacji

oraz lepsze rozłożenie nacisku selektywnego, w początkowych fazach optymalizacji skie-

rowanego na eksplorację i z każdą kolejną generacją dążącego do eksploatacji.
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Rozdział 3

Definicja algorytmu różnicowej

strategii ewolucyjnej i analiza jego

właściwości

Charakterystyki algorytmów CMA-ES oraz ewolucji różnicowej przedstawione w rozdzia-

le 2 ukazują istotne ograniczenia metod z tych rodzin, w kontekście ich użycia do opty-

malizacji globalnej. Iteracyjne przybliżanie dodatnio określonej macierzy kowariancji w

strategii CMA-ES obarczone jest dużym poziomem nakładu obliczeniowego. Tym samym

mechanizm implementujący pożądaną własność dla wszystkich algorytmów optymalizacji

stochastycznej (rozdział 1.1), czyli dopasowywanie się do poziomic funkcji celu, ogranicza

działanie metody CMA-ES w zakresie jej stosowania w problemach o dużej liczbie wymia-

rów. Klasyczna ewolucja różnicowa natomiast, implementując mechanizm stochastycznego

różnicowania punktów, posiada nakład obliczeniowy liniowo zależny od wymiarowości, a

więc może być łatwiej niż CMA-ES wykorzystywana dla wielowymiarowych problemów.

Metoda ta nie posiada jednak wykazanej wprost cechy dopasowywania się do poziomic

funkcji celu i może także manifestować dużą zależność skuteczności działania od obrotów,

bądź kształtu funkcji celu. Wydaje się, że idealnym łącznikiem pomiędzy tymi dwoma ro-

dzinami metaheurystyk byłby algorytm, który implementowałby sposób działania metody

CMA-ES i cechę dopasowania do kształtu funkcji celu, używając do tego nieskompliko-

wanej numerycznie idei mutacji różnicowej. Poniższy rozdział jest definicją algorytmu

wpisującego się w tę ideę, będącego połączeniem metody CMA-ES z ewolucją różnico-

wą i wprowadzającej metodę różnicowej strategii ewolucyjnej — DES (ang. Differential
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Evolution Strategy).

Jak dotąd w literaturze z dziedziny algorytmów ewolucji różnicowej oraz CMA-ES

spotkać można zaledwie kilka koncepcji przedstawiających możliwość współdzielenia me-

chanizmów pomiędzy tymi rodzinami metod. Autorzy podejść HybridCMAESandDE[34]

oraz MMOED[51] proponują cykliczne przełączanie pomiędzy populacjami, w których

punkty generowane są przez CMA-ES oraz DE. W metodzie SPACMA[43] strategia mu-

tacji zaproponowanego algorytmu jest kombinacją mutacji różnicowej oraz reguły gene-

racyjnej CMA-ES. Idea ścieżki ewolucji wykorzystywanej przez CMA-ES (rozdział 2.1.2)

została natomiast wykorzystana przez algorytm DEEP[37] do wzbogacenia formuły gene-

rowania nowych punktów, poprzez dodanie skumulowanego wektora przesunięć punktów

środkowych. Wszystkie z przytoczonych metod są pewnym sposobem przeplatania ewo-

lucji różnicowej i CMA-ES, a nie rzeczywistym połączeniem obu metod w jedną.

3.1 Definicja algorytmu DES

Algorytm ewolucyjny będący przedmiotem niniejszej rozprawy doktorskiej, jest metodą

generującą populacje zgodne co do parametrów rozkładu z CMA-ES, lecz bez koniecz-

ności używania kosztownych przekształceń algebry macierzowej. Idea opiera się na two-

rzeniu punktów potomnych będących kombinacją wektorów różnicowych (pomiędzy loso-

wo wybranymi punktami rodzicielskimi) oraz losowego wektora o rozkładzie normalnym

(wygenerowanego zgodnie z kierunkiem przesunięć środka populacji przed i po selekcji).

Algorytm dodatkowo używa archiwum populacji oraz punktów środkowych przeszłych ge-

neracji. Twierdzenia 2.1.1 oraz 2.2.1 ukazują podobieństwo pomiędzy empirycznym roz-

kładem generowanym przez CMA-ES, a rozkładem punktów generowanych przez wektory

różnicowe w algorytmie DE. Poniższy rozdział definiuje algorytm różnicowej strategi ewo-

lucyjnej (DES) oraz dowodzi możliwości zachowania właściwości adaptacji empirycznej

macierzy kowariancji i generowania kolejnych populacji z rozkładem zgodnym z CMA-ES,

bez konieczności obliczania, estymacji oraz nawet przechowywania zdefiniowanej explicite

macierzy kowariancji.

Zgodnie z twierdzeniem 2.1.1, równanie 2.12 na macierz kowariancji w algorytmie

CMA-ES bazuje na ważonej sumie empirycznych macierzy kowariancji punktów z po-

przednich generacji oraz na macierzy rank-1 (opisanej w rozdziale 2.1.2), opierającej się
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na ważonej sumie przesunięć punktów środkowych. Twierdzenie 2.2.1 pokazuje sposób

modelowania macierzy kowariancji, tym samym pierwszej części formuły (2.12). Sposób

modelowania drugiej części równania, a więc macierzy rank-1, ukazuje poniższa obserwa-

cja.

Obserwacja 3.1.1. Jeśli v = [ξ, 0, ..., 0]T ∈ Rn oznaczać będzie losowy wektor, gdzie

ξ ∼ N(0, 1) jest zmienną losową o rozkładzie normalnym standaryzowanym, oraz jeśli

macierz B =
[
b 0 . . .

]
będzie macierzą przekształcenia liniowego, gdzie b ∈ Rn jest

wektorem kolumnowym, wówczas wektor losowy w = Bv jest scharakteryzowany przez

wartość oczekiwaną równą zero oraz macierz kowariancji Σ[w] = bbT.

Dowód. Wektor losowy v jest scharakteryzowany przez wartość oczekiwaną równą zero

oraz macierz kowariancji w postaci:

Σ[v] =


1 0 . . .

0 0 . . .
...
... . . .


Macierz kowariancji wektora w może być więc przedstawiona w postaci:

Σ[w] = Σ[bv] = bΣ[v]bT = bbT

co dowodzi 3.1.1.

Wynika z tego, że jest możliwe generowanie losowych wektorów o macierzy kowarian-

cji bbT, poprzez wymnożenie standaryzowanej zmiennej losowej o rozkładzie normalnym

przez wektor b. Naturalną konsekwencją obserwacji 3.1.1 jest wyjaśnienie, w jaki spo-

sób algorytm CMA-ES akumuluje kolejne wektory przesunięcia następujących po sobie

wektorów punktów środkowych[27][47]. Ważona suma w z k niezależnych jednowymia-

rowych zmiennych losowych o rozkładzie normalnym ξi, wagach pi, wymnożonych przez

odpowiadające im wektory bi przyjmuje postać:

w =
k∑
i=1

piξibi

oraz jest scharakteryzowana rozkładem z zerową wartością oczekiwaną i macierzą kowa-

riancji wynoszącą:

Σ[w] =
k∑
i=1

p2ibib
T
i
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Innym sposobem agregacji jednowymiarowych wektorów losowych do postaci macierzy

kowariancji jest użycie losowej kombinacji tych wektorów. Niech bi ∈ Rn dla i = 1, . . . , k

będzie zbiorem wektorów, a ζ będzie zmienną losową opisana rozkładem prawdopodo-

bieństwa Prob[ζ = i] = pi, i = 1, . . . , k. Wówczas wektor v zdefiniowany jako:

v = bζ · ξ

gdzie ξ ∼ N(0, 1) jest zmienną losową o rozkładzie normalnym standaryzowanym, opisany

jest rozkładem z zerową wartością oczekiwaną i macierzą kowariancji wynoszącą:

Σ[v] =
k∑
i=1

pibibTi

Obserwacja 3.1.1 oraz jej opisane konsekwencje, stwarzają możliwość modelowania ma-

cierzy rank-1. Ten fakt, wraz z twierdzeniami 2.1.1 oraz 2.2.1, daje możliwość zachowania

właściwości adaptacji empirycznej macierzy kowariancji i generowania kolejnych populacji

z rozkładem zgodnym z CMA-ES, bez konieczności używania skomplikowanego oblicze-

niowo procesu obliczania lub estymacji macierzy kowariancji. Metody implementujące te

obserwacje są przedmiotem poniższych podrozdziałów.

3.1.1 Metoda CMA-DE

Algorytm CMA-DE (ang. Covariance Matrix Adaptation - Differential Evolution) mode-

luje proces adaptacji macierzy kowariancji, tak aby rozkłady generowanych punktów w

kolejnych populacjach były zgodne, co do parametrów rozkładu, z metodą CMA-ES. Ry-

sunek 3.1 ukazuje zarys CMA-DE. W każdej generacji metoda ta jest scharakteryzowana

poprzez populację, która zawiera λ losowo wygenerowanych punktów. Po ewaluacji, tylko

grupa µ najlepszych punktów przechodzi selekcję i bierze dalszy udział w procesie re-

produkcji. Następnie punkt środkowy m(t+1), będący ważoną średnią tej grupy punktów,

pozwala wyznaczyć wektor∆(t) wyrażający przesunięcie pomiędzy punktami środkowymi

obecnej i poprzedniej generacji oraz jego ostateczne skumulowanie w wektorze p(t). Punkt

środkowy m(t+1) staje się punktem wyjściowym w procesie generowania całej nowej po-

pulacji λ mutantów, która będzie stanowić wejście w kolejnej iteracji procesu ewolucji.

Proces generowania mutantów opiera się na wyznaczaniu wektorów różnicowych d(t)i , z

których każdy jest ważoną sumą czterech elementów:

1. wektora różnicowego pomiędzy pomiędzy punktami z grupy µ najlepszych z iteracji

t− τ3
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2. iloczynu wektora przesunięcia punków środkowych z generacji t− τ2 oraz zmiennej

losowej o rozkładzie normalnym standaryzowanym,

3. iloczynu wektora kumulującego przesunięcia punków środkowych z generacji t− τ1
oraz zmiennej losowej o rozkładzie normalnym standaryzowanym,

4. wielowymiarowego wektora losowego o rozkładzie normalnym standaryzowanym.

Indeksy τ1, τ2, τ3 ∼ Gccov(1, ..., t) są losowane zgodnie z rozkładem geometrycznym, prze-

skalowanym do zakresu 1, ..., t, w którym prawdopodobieństwo wylosowania generacji τ

wynosi:

P{τ} = αccov · (1− ccov)t−τ , τ ∈ {1, ..., t}

gdzie α = 1
1−(1−ccov)t jest współczynnikiem normalizującym, który gwarantuje sumowanie

się prawdopodobieństw do jedności.

Algorytm CMA-DE w tak zaproponowanym formacie, modeluje proces adaptacji punk-

tu środkowego m(t) oraz macierzy kowariancji zgodnie z metodą CMA-ES. Własność ta

jest sformułowana w postaci poniższego twierdzenia, które ukazuje jak rozkład wektorów

różnicowych generowanych przez CMA-DE aproksymuje wielowymiarowy rozkład nor-

malny używany do generowania punktów przez CMA-ES .

Twierdzenie 3.1.2. Rozkład prawdopodobieństwa używany do generowania wektorów róż-

nicowych d(t)i w algorytmie CMA-DE jest scharakteryzowany przez wartość oczekiwaną

oraz macierz kowariancji równe odpowiednio:

E
[
d(t)i

]
= 0 (3.1)

Σ
[
d(t)i

]
=cµ
µ− 1
µ

t∑
τ=1

(1− ccov)t−τS
(
X(τ)µ

)

+ c1
t∑
τ=1

(1− ccov)t−τp(τ)
(
p(τ)

)T
+ cµ

t∑
τ=1

(1− ccov)t−τ∆(τ)
(
∆(τ)

)T
+ (1− ccov)tI (3.2)

Dowód. Zgodnie z twierdzeniem 2.2.1:

E
[
x(τ)j − x

(τ)
k

]
= 0 (3.3)

Σ
[
x(τ)j − x

(τ)
k

]
= 2
µ− 1
µ
S
(
X(τ)µ

)
(3.4)
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1: t← 1, p(0) ← 0

2: inicjacja
(
X(1) =

{
x(1)1 , ...,x

(1)
λ

})
3: m(1) =

1
λ

λ∑
i=1

x(1)i

4: evaluacja
(
X(1)

)
5: while !stop do

6: m(t+1) =
1
µ

µ∑
i=1

x(1)i

7: ∆(t) ←m(t+1) −m(t)

8: p(t) ← (1− cc)p(t−1) +
√
µcc(2− cc)∆(t)

9: for i = 1 to λ do

10: τ1, τ2, τ3 ∼ Gccov{1, ..., t}

11: j, k ∼ U(1, ..., µ)

12: d(t)i ←
√
c1
αccov
p(τ1) ·N(0, 1)

13: +
√
cµ
αccov
∆(τ2) ·N(0, 1)

14: +
√

cµ
2αccov

(
x(τ3)j − x(τ3)k

)
15: +(1− ccov)t/2 ·N(0, I)

16: x(t+1)i ←m(t+1) + d(t)i
17: end for

18: evaluacja
(
X(t+1)

)
19: t← t+ 1

20: end while

Rysunek 3.1: Zarys algorytmu CMA-DE, który modeluje proces adaptacji macierzy ko-

wariancji zgodny z metodą CMA-ES.

Z obserwacji 3.1.1 wynika, że:

E[p(τ) ·N(0, 1)] = 0 (3.5)

Σ[p(τ) ·N(0, 1)] = p(τ)
(
p(τ)

)T
(3.6)

E[∆(τ) ·N(0, 1)] = 0 (3.7)

Σ[∆(τ) ·N(0, 1)] =∆(τ)
(
∆(τ)

)T
(3.8)

Wektor różnicowy d(t)i jest zdefiniowany jako ważona średnia czterech niezależnych

losowych czynników, których wartości oczekiwane są zgodnie z (3.3), (3.5) oraz (2.15)
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równe zero, stąd:

E
[
d(t)i

]
= 0 (3.9)

co dowodzi (3.1).

Niezależność czynników wchodzących w skład d(t)i pozwala na ważone sumowanie ma-

cierzy kowariancji:

Σ
[
d(t)i

]
=

t∑
τ1=1

αccov(1− ccov)t−τ1Σ
[√
c1
αccov
p(τ1) ·N(0, 1)

]

+
t∑
τ2=1

αccov(1− ccov)t−τ2Σ
[√
cµ
αccov
∆(τ2) ·N(0, 1)

]

+
t∑
τ3=1

αccov(1− ccov)t−τ3Σ
[√

cµ
2αccov

(
x(τ3)j − x(τ3)k

)]

+ (1− ccov)t · I (3.10)

Po zmianie indeksów i ekstrakcji mnożników otrzymujemy wzór:

Σ
[
dti
]
=
t∑
τ=1

(1− ccov)t−τc1Σ
[
p(τ) ·N(0, 1)

]

+
t∑
τ=1

(1− ccov)t−τcµΣ
[
∆(τ) ·N(0, 1)

]

+
t∑
τ=1

(1− ccov)t−τ
cµ
2
Σ
[(
x(τ)j − x

(τ)
k

)]
+ (1− ccov)t · I (3.11)

Zastosowanie twierdzeń 2.2.1 oraz 3.1.1 prowadzi do:

Σ
[
d(t)i

]
=
t∑
τ=1

(1− ccov)t−τc1p(τ)
(
p(τ)

)T
+
t∑
τ=1

(1− ccov)t−τcµ∆(τ)
(
∆(τ)

)T
+
t∑
τ=1

(1− ccov)t−τcµ
µ− 1
µ
S
(
D(τ)µ

)
+ (1− ccov)t · I (3.12)

Co dowodzi (3.2).

Powyższa prawidłowość oraz twierdzenie 2.1.1 dowodzi identyczności macierzy kowa-

riancji w kolejnych populacjach w algorytmach CMA-DE oraz CMA-ES (przy założeniu
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jednakowych wag we wzorze (2.7)):

Σ
[
d(t)i

]
d=C(t) (3.13)

Jeśli w populacji (t) macierze te były identyczne w obu algorytmach, to w populacji (t+1)

również będą identyczne.

Zgodnie z twierdzeniem 3.1.2, pierwsze trzy czynniki sumy wchodzące w skład Σ
[
d(t)

]
są wynikiem procedury wygładzania wykładniczego przeszłych wartości macierzy kowa-

riancji empirycznej S
(
X(τ)µ

)
, macierzy p(τ)c

(
p(τ)c

)T
oraz ∆(τ)

(
∆(τ)

)T
. Takie działanie wy-

maga utrzymywania historii wszystkich przeszłych populacji oraz przesunięć punktów

środkowych. W generacji t sumaryczna liczba wartości pamiętanych przez metodę jest

rzędu (µ+1) · t ·n, co może powodować duże zapotrzebowanie pamięciowe. Taki problem

nie występuje w algorytmie CMA-ES, gdyż stan macierzy kowariancji w danej iteracji

akumuluje już wszystkie poprzednie stany.

3.1.2 Metoda DES

Algorytm Różnicowej Strategii Ewolucyjnej DES (ang. Differential Evolution Strategy)

jest modyfikacją metody CMA-DE, zwiększającą efektywność optymalizacji opartej na

modelowaniu macierzy kowariancji oraz ograniczającą nakład pamięciowy. Metoda imple-

mentuje modelowanie macierzy kowariancji inspirowane algorytmem CMA-ES, bazując

na rozwiązaniach wykorzystywanych w CMA-DE.

W celu ograniczenia zapotrzebowania pamięciowego, DES używa prostej idei średniej

kroczącej, zamiast mechanizmu wygładzania wykładniczego, do wyznaczania macierzy

wektorów różnicowych d(t)i . Metoda wykorzystuje okno czasowe H przeszłych generacji,

a więc liczba wartości liczbowych pamiętanych przez przez metodę w generacji t, gdy

t ­ H, jest rzędu µ · H · n. Takie podejście, przy odpowiednio dobranym parametrze

H, pozwala znacząco ograniczyć zapotrzebowanie pamięciowe, zachowując jednocześnie

własność efektywnej akumulacji przeszłych populacji. Zgodnie z (3.12) wpływ odległych

historycznie populacji τ w algorytmie CMA-DE zmniejsza się wykładniczo wraz ze wzo-

rem (1 − ccov)t−τ , gdzie t jest aktualną liczbą wszystkich generacji. Wpływ na aktualny

kształt macierzy kowariancji już dziesiątej historycznej populacji, wynosi mniej niż 0.1%:

(1−0.5)10 ≈ 0.0009 dla ccov = 0.5. Oznacza to, że praktyczne oddziaływanie historycznych

populacji może zostać ograniczone do niewielkiego podzbioru H przeszłych generacji, po-

54



1: t← 1

2: initialize
(
X(1) =

{
x(1)1 , ...,x

(1)
λ

})
3: m(1) =

1
λ

λ∑
i=1

x(1)i

4: evaluate
(
X(1),m(1)

)
5: while !stop do

6: m(t+1) =
1
µ

µ∑
i=1

x(1)i

7: ∆(t) ←m(t+1) −m(t)

8: if t = 1 then

9: p(t) ←∆(t)

10: else

11: p(t) ← (1− cc)p(t−1) +
√
µcc(2− cc)∆(t)

12: end if

13: for i = 1 to λ do

14: pick at random τ1, τ2, τ3 ∈ {1, ..., H}

15: j, k ∼ U(1, ..., µ)

16: d(t)i ←
√
cd
2

(
x(t−τ1)j − x(t−τ1)k

)
17: +

√
cd∆(t−τ2) ·N(0, 1)

18: +
√
1− cdp(t−τ3) ·N(0, 1)

19: +(1− ccov)t/2 ·N(0, I)

20: x(t+1)i ←m(t+1) + d(t)i
21: end for

22: evaluate
(
X(t+1),m(t+1)

)
23: t← t+ 1

24: end while

Rysunek 3.2: Zarys algorytmu DES

mijając odległe czasowo populacje. WielkośćH powinna zostać dobrana eksperymentalnie,

w zależności od innych współczynników, typowo nie przekraczając wartości H = 10.

Dodatkową własnością metody DES jest ewaluacja funkcji celu w punkcie m(t), bę-

dącym środkiem aktualnej populacji. Cecha ta, obarczona bardzo niskim kosztem tylko

jednej dodatkowej ewaluacji na generacje, pozwala zazwyczaj zwiększyć jakość ostatecz-

nych wyników procesu optymalizacji[1].

55



Rysunek 3.2 prezentuje zarys algorytmu DES, w którym widoczne są opisane wyżej

mechanizmy. Linia 22 ukazuje dodatkową ewaluację punktu środkowego, a w linii 14 wi-

doczne jest losowanie numerów historycznych populacji, ze zbioru ograniczonego tylko

do H ostatnich generacji. Zaproponowane zmiany w stosunku do algorytmu CMA-DE

nie zmieniają właściwości modelowania procesu adaptacji macierzy kowariancji zgodnego

z metodą CMA-ES. Poniższe twierdzenie dowodzi tej tezy ukazując, jak rozkład wekto-

rów różnicowych generowanych przez DES, aproksymuje rozkład wektorów różnicowych

w algorytmie CMA-DE.

Twierdzenie 3.1.3. Rozkład prawdopodobieństwa używany do generowania wektorów róż-

nicowych d(t)i w algorytmie DES jest scharakteryzowany przez zerową wartość oczekiwaną

oraz macierz kowariancji równą:

Σ[d(t)i ] =
1
H
cd
µ− 1
µ

t−H∑
τ=t−1

S
(
D(τ)µ

)

+
1
H
(1− cd)

t−H∑
τ=t−1

p(τ)
(
p(τ)

)T
+
1
H
cd
t−H∑
τ=t−1

∆(τ)
(
∆(τ)

)T
+ (1− ccov)tI (3.14)

Dowód. Jedynymi różnicami w sposobie generowania wektorów różnicowych d(t)i w CMA-

DE oraz DES jest rozkład prawdopodobieństwa wylosowania pary punktów z przeszłych

populacji, przeszłych historycznie punktów środkowych m(t) oraz wektorów przesunięć

punktów środkowych ∆(t). Szereg transformacji (3.2) – (3.12) może być więc analogicz-

nie zastosowany, gdy zmienione zostaną składniki sumy z αccov(1− ccov)t−τ do 1/H oraz

oznaczenie stałej będącej współczynnikiem wagowym tych składników z cµ do cd. W efek-

cie, wektory różnicowe posiadają oczekiwaną wartość równą zero oraz oczekiwaną macierz

kowariancji równą:

Σ
[
d(t)i

]
=
H∑
τ1=1

1
H
(1− cd)p(t−τ1)

(
p(t−τ1)

)T
+
H∑
τ2=1

1
H
cd∆(t−τ2)

(
∆(t−τ2)

)T
+
H∑
τ3=1

1
H

µ− 1
µ
cdS

(
D(t−τ3)µ

)
+ (1− ccov)t · I (3.15)

Po reorganizacji indeksów otrzymuje się (3.14).
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Powyższa prawidłowość oraz twierdzenie 3.1.2 dowodzi podobieństwa formuł gene-

rowania wektorów różnicowych w algorytmach CMA-DE oraz DES. Wynika z tego, że

zaproponowana metoda DES modeluje proces adaptacji macierzy kowariancji analogicz-

nie do metody CMA-ES. Podobnie więc jak CMA-ES[28], metody CMA-DE oraz DES są

niewrażliwe na translacje, rotację, odbicia i skalowania funkcji celu.

3.2 Ilustracja działania algorytmów DES i CMA-DE

Twierdzenia 3.1.3 oraz 3.1.2, odpowiednio dla metod DES oraz CMA-DE, potwierdzają

podobieństwo procesu modelowania macierzy kowariancji z metodą CMA-ES. W przy-

padku metody DES są jednak trzy różnice w stosunku do CMA-ES. Pierwszą z nich

jest użycie mutacji różnicowej, która bazuje na mieszaninie jednowymiarowych rozkładów

normalnych, wzdłuż wektorów przesunięć punktu środkowego populacji, a nie na wielowy-

miarowym rozkładzie normalnym (jak dzieje się to w CMA-ES). Takie połączenie rozkła-

dów oraz dodanie addytywnego standaryzowanego normalnego szumu wielowymiarowego

sprawia, że ostateczny rozkład generowanych punktów metody DES jest wprawdzie cią-

gły, jednak realizowany inaczej niż w bazowym algorytmie CMA-ES. Kolejnymi różnicami

jest ewaluacja punktu środkowego w każdej generacji oraz brak adaptacji długości kroku.

Algorytm CMA-ES został scharakteryzowany przez swoich autorów jako efektywna

metoda optymalizacji lokalnej, która posiada również dobre właściwości podczas opty-

malizacji globalnej. Poniższe podrozdziały mają zilustrować działanie zaproponowanych

metod CMA-DE oraz DES, w kontekście prawidłowości odwzorowania cech ewolucyjnej

strategii adaptacji macierzy kowariancji, oraz w kontekście skuteczności działania na pro-

blemach optymalizacji lokalnej.

3.2.1 Dynamika zmian wartości własnych macierzy kowariancji

generowanych punktów

Jednym ze sposobów badania jakości dopasowywania się metody do poziomic funkcji celu

w optymalizacji lokalnej, jest obserwacja dynamiki zmian wartości własnych empirycz-

nych macierzy kowariancji w kolejnych generacjach. Autorzy metody CMA-ES użyli tej

techniki ([17][Rozdział 5]) do wykazania poprawności adaptacji macierzy kowariancji. W

poniższym rozdziale badanie to zostanie powtórzone dla metod CMA-ES, CMA-DE oraz
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DES, w celu wykazania podobieństwa, co do parametrów, rozkładów punktów generowa-

nych przez te algorytmy.

Eksperyment ten polega na empirycznym wykazaniu zmiany początkowej macierzy

kowariancji C(0) do postaci zgodnej z poziomicami funkcji celu zadanej, wypukłej funkcji

kwadratowej (o dodatnio określonej macierzy Hessego H) postaci:

q(x) = xTHx

q(x) = q4(x) =
n∑
i=1

106·
i−1
n−1 · (xi)2

Aby warunek ten mógł być spełniony macierz kowariancji w jednej z kolejnych generacji

musi stać się wprost proporcjonalna do odwrotności hesjanu funkcji q4(x) (tabela 3.1):

C ∝ H−1

Populacją startową dla każdego testowanego algorytmu jest populacja punktów wygene-

rowanych zgodnie z rozkładem jednostajnym w przedziale [0.1, 0.3]n. Macierz kowariancji

rozkładu generującego populację startową jest macierzą diagonalną C(0) = diag(0.00(3)).

Poprzez śledzenie wartości własnych empirycznych macierzy kowariancji kolejnych popula-

cji generowanych przez badane algorytmy można stwierdzić, czy i kiedy osiągną one wyma-

gane wartości, a więc czy metoda skutecznie realizuje proces adaptacji do poziomic funkcji

celu. Z uwagi na to, że wartościami własnymi każdej macierzy diagonalnej są wszystkie

współczynniki leżące na jej głównej przekątnej wynika, że dla C(0) wszystkie n warto-

ści własnych przyjmuje wartość w przybliżeniu 0. Poziomy te stanową punkt wyjściowy

obserwacji, w którym punktem, do którego wykresy powinny dążyć są wartości własne pro-

porcjonalne do tych wynikających z funkcji q4(x), a więc równych
{
10−6·

i−1
n−1 | i = 1, . . . , n

}
.

Rysunek 3.3 przedstawia dynamikę zmian wartości własnych macierzy kowariancji em-

pirycznej, w funkcji liczby ewaluacji funkcji celu określonej jako q4(x) (tabela 3.1). Wy-

kres został stworzony dla 10 wymiarowej przestrzeni, n = 10. W każdej kolejnej populacji,

począwszy od startowej, estymowana jest empiryczna macierz kowariancji na podstawie

wygenerowanych punktów. Różne kolory linii ukazują dynamikę zmian dziesięciu wartości

własnych. Wykres przedstawia uśrednione wartości na podstawie pięćdziesięciu niezależ-

nych uruchomień algorytmu.

Gdy cecha dopasowywania się linii jednakowego poziomu gęstości rozkładu do pozio-

mic funkcji celu zachodzi, wartości własne dla funkcji q4(x) stają się proporcjonalne do{
10−6·

i−1
n−1 | i = 1, . . . , n

}
, a więc proporcje kolejnych wartości własnych są zachowane. Na
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(a) CMA-ES
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(b) CMA-DE
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(c) DES

Rysunek 3.3: Wykres dynamiki zmian wartości własnych empirycznej macierzy kowa-

riancji dla funkcji q4 i wymiarowości n = 10. Każda linia przedstawia przebieg zmian

pierwiastka odpowiednio jednej z n wartości własnej.

rysunku 3.3 widać, że przypadku algorytmu DES, zbiór wartości własnych szybko staje

się w przybliżeniu jednorodny (odległości pomiędzy kolejnymi wartościami własnymi są

podobne), dokładnie tak jak ma to miejsce w przypadku CMA-ES. Metoda CMA-DE

generuje nowe punkty, tak że jej macierz kowariancji jest niejednorodna, np. proporcja

między pierwszą a drugą wartością własną jest wiele razy większa niż między dziewiątą a

dziesiątą. CMA-DE nie ujawnia w pełni właściwości dopasowywania do poziomic funkcji
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celu i ma tendencje do podejmowania zbyt dużych kroków w niektórych kierunkach prze-

strzeni przeszukiwań. Ten efekt może być niepożądanym skutkiem geometrycznego rozkła-

du prawdopodobieństwa użytego do wyboru historycznych wektorów przesunięć punktu

środkowego (Rysunek 3.1, wiersze 10,12-13).

Podobieństwa wykresu dynamiki zmian wartości własnych empirycznych macierzy ko-

wariancji kolejnych generacji, dla algorytmów DES i CMA-ES, dowodzi posiadania przez

te metody cechy dopasowywania się macierzy kowariancji generowanych punktów do od-

wrotności hesjanu funkcji celu. W przedstawionej w niniejszym rozdziale metodzie DES,

linie gęstości prawdopodobieństwa rozkładu generowanych punktów są więc elipsoidami

o podobnym kształcie co poziomice funkcji celu, co potwierdza twierdzenia i własności

przytoczone w podrozdziale 3.1.2.

3.2.2 Dynamika zmian wartości funkcji celu generowanych punk-

tów

Algorytm CMA-ES został scharakteryzowany przez swoich autorów m.in jako efektywna

metoda optymalizacji lokalnej. W celu wykazania tej tezy dokonali oni testów zbieżno-

ści tej metody na grupie przygotowanych funkcji ([26][Rozdział 3], [6][Rozdział 4]). W

poniższym rozdziale badanie to zostanie powtórzone dla algorytmów CMA-ES(w dwóch

wariantach), DE, CMA-DE oraz DES, w celu ukazania podobieństw lub różnic w dy-

namice zmian wartości funkcji celu punktów generowanych przez te metody. Tabela 3.1

przedstawia jedno-modalne funkcje celu, które zostaną użyte w eksperymencie. Wartość

fstop jest poziomem bazowym, którego osiągnięcie dla konkretnej funkcji będzie tożsame

z osiągnięciem poziomu optimum dla zadanego wymiaru.

Każda z zaproponowanych funkcji ma na celu zilustrować działanie konkretnej wła-

ściwości metod optymalizacji lokalnej. Dynamika zmian wartości najlepszego punktu na

dobrze uwarunkowanej funkcji kwadratowej q1(x) pokazuje, jak szybko algorytm adaptuje

długość kroku. Obserwacja tempa zbieżności na funkcjach źle uwarunkowanych (np. q2(x),

q3(x), q4(x)) pozwala zweryfikować zdolność algorytmu do adaptacji kroku dla każdej wy-

miarowości z osobna. Dla funkcji sharp ridge oraz parabolic ridge (q6(x) oraz q7(x)) krok

wzdłuż pierwszej współrzędnej powinien rosnąć szybko, aby maksymalizować tempo opty-

malizacji. W tym samym czasie krok algorytmu na pozostałych współrzędnych powinien

redukować zasięg, aby zwiększać precyzję. Funkcja q5(x) pozwala testować różne poziomy
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Funkcja fstop Nazwa

q1(x) =
n∑
i=1

(xi)2 10−10 kwadratowa

q2(x) = (x1)2 + 106
n∑
i=2

(xi)2 10−10 cigar

q3(x) = 106(x1)2 +
n∑
i=2

(xi)2 10−10 discus

q4(x) =
n∑
i=1

106·
i−1
n−1 · (xi)2 10−10 ellipsoid

q5(x) =
n∑
i=1

(xi)2(1+5
i−1
n−1 ) 10−10 different powers

q6(x) = x1 + 100
n∑
i=2

(xi)2 −1010 sharp ridge

q7(x) = x1 + 100

√√√√ n∑
i=2

(xi)2 −1010 parabolic ridge

q8(x) =
n−1∑
i=1

(
100(x2i − x2i+1) + (xi − 1)2

)
10−10 Rosenbrock

Tabela 3.1: Proste jednomodalne funkcje celu użyte w eksperymencie.

dynamiki w zależności od kierunku optymalizacji. Funkcja Rosenbrock‘a q8(x) pozwala

zbadać dynamikę zbieżności do optimum, które jest zlokalizowane w wąskiej i dodatkowo

zagiętej dolinie.

Poniżej przestawione zostały wyniki badań na funkcjach opisanych w tabeli 3.1, które

zostały użyte do analizy dynamiki zbieżności dla algorytmów CMA-ES, CMA-DE oraz

DES. Z uwagi na to, że zarówno CMA-DE jak i DES nie są wyposażone w mechanizm

mnożnika długości kroku, przeprowadzone zostały badania dla algorytmu CMA-ES za-

równo z włączonym, jaki i wyłączonym mnożnikiem kroku (stała wartość σ = 1). Dla

porównania, na wykresy naniesione zostały także wyniki eksperymentu przeprowadzone-

go dla ewolucji różnicowej w wersji DE/rand/1/bin. Dokładny opis parametrów użytych

dla każdego z algorytmów opisany został w artykule [2][Sekcja Appendix ] oraz w dodatku

A do rozprawy.

Rysunek 3.4 ukazuje wykresy zbieżności algorytmów dla wymiarowości n = 3 oraz n =

30, przeprowadzone dla każdej funkcji celu z tabeli 3.1. Dla każdego uruchomienia śledzone

były wartości najlepszego jak dotąd znalezionego punktu. Wykresy prezentują uśrednione

wartości z 50 niezależnych uruchomień dla każdego algorytmu i każdego problemu. Z uwagi

na to, że w przypadku funkcji sharp ridge oraz parabolic ridge (q6(x) oraz q7(x)) wartości
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Rosenbrock
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parabolic ridge

sharp ridge

sharp ridge
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ellipsoid

discus

discus
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kwadratowa
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n=30

n=3
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Rysunek 3.4: Zbieżność wartości bezwzględnych najlepszego dotychczas znalezionego roz-

wiązania dla funkcji: DES (linia czarna ciągła), CMA-ES (linia czarna przerywana), CMA-

DE (linia czerwona ciągła), CMA-ES bez adaptacji σ (linia czerwona przerywana) oraz

DE/rand/1/bin (linia kropkowana)

funkcji mogą być ujemne, na wykresie raportowane są wartości bezwzględne funkcji celu.

Dla funkcji kwadratowej q1(x) zarówno CMA-DE, DES, jak i pozostałe algorytmy po-

siadają liniową zbieżność. Najszybsza dynamika zmian może być zauważona w przypadku

CMA-ES, a najwolniejsza dla CMA-ES pozbawionego adaptacji mnożnika kroku. Fakt

ten pokazuje istotność procesu adaptacji wartości σ w metodzie CMA-ES, wpływającej

na jej ostateczną efektywność.

Metoda DES charakteryzuje się zbieżnością liniową, bądź w przybliżeniu liniową, rów-

nież dla funkcji źle uwarunkowanych q2(x), q3(x), q4(x) (cigar, discus oraz elipsoid), po-

dobnie jak algorytm DE/rand/1/bin. Wyniki metody CMA-ES, zarówno w wersji klasycz-

nej, jak i bez adaptacji σ, ukazują chwilowe momenty stagnacji zbieżności dla problemów
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źle uwarunkowanych. Zjawisko to jest szczególnie widoczne dla wyższej wymiarowości

n = 30. W przypadku metody CMA-DE widoczne jest znacząco niższe tempo zbieżności

niż w DES. Dla problemów w wymiarowości n = 30 widoczne są dla tej metody momenty

spadku dynamiki, a nawet całkowitej stagnacji, które nie występują w przypadku DES.

Algorytm DES cechuje się praktycznie stałym tempem zbieżności również dla problemu

q5(x), dla którego poziomice funkcji celu nie są elipsoidami. W przypadku metody CMA-

ES dynamika zmian zmniejsza się, wraz ze zbliżaniem się do optimum. Ewolucja różnicowa

zachowuje się podobnie jak DES, zachowując w przybliżeniu stały poziom zbieżności.

Zarówno CMA-ES bez adaptacji σ, jak i CMA-DE, posiadają niską dynamikę zmian dla

funkcji q5(x) w stosunku do DES.

Dla problemów sharp oraz parabolic ridge (q6(x) i q7(x)) proces optymalizacji prze-

biega wolniej dla metody DES niż dla CMA-ES. Zmiany monotoniczności widoczne na

wykresach tych funkcji są związane z tym, że wartości funkcji celu stają się w pewnym

momencie ujemne, a na wykresie raportowane są wartości bezwzględne. W przypadku

algorytmu z rodziny DE proces optymalizacji początkowo jest wolniejszy niż w CMA-ES

oraz DES ale wraz ze wzrostem liczy ewaluacji znacząco przyspiesza, finalnie przekracza-

jąc dynamiką DES oraz CMA-ES. Zjawisko to jest w szczególności widoczne dla funkcji

sharp ridge w wymiarowości n = 30. W przypadku CMA-DE, jak i CMA-ES bez adaptacji

σ, proces optymalizacji przebiega bardzo wolno dla obu funkcji.

Zarówno DE, CMA-DE, jak i CMA-ES bez adaptacji σ, nie zdołały rozwiązać pro-

blemu Rosenbrocka (q8(x)), dla obu wymiarowości. Poziom zbieżności metody DES dla

n = 3 jest nieco niższy niż w CMA-ES, a w przypadku wyższej wymiarowości DES nie

znalazł optimum w zadanym, maksymalnym budżecie liczby ewaluacji.
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Rozdział 4

Różnicowa strategia ewolucyjna na

tle innych metod optymalizacji

Poprzedni rozdział wykazał wysoką skuteczność metody DES w zadaniach optymaliza-

cji lokalnej, zarówno na funkcji kwadratowej, jak i na grupie problemów unimodalnych.

Poniższe podrozdziały mają na celu weryfikację skuteczności różnicowej strategii ewolu-

cyjnej w procesie optymalizacji globalnej. W tym celu zaproponowana przez autora meto-

da zostanie skonfrontowana z wiodącymi algorytmami, biorącymi udział w popularnych

konkursach optymalizacyjnych. Dla każdego z wybranych benchmarków optymalizacyj-

nych przedstawione i omówione zostaną wyniki rywalizacji metody DES z najlepszymi

algorytmami, wygrywającymi poszczególne konkursy optymalizacyjne.

4.1 Rodziny benchmarków i sposoby oceny

Najpopularniejszymi konkursami optymalizacji ciągłej są CEC oraz BBOB, które zbudo-

wane są m.in z szeregu jednokryterialnych problemów optymalizacyjnych z ograniczeniami

kostkowymi. Dla każdej funkcji i zadanej wcześniej wymiarowości, testowany algorytm po-

winien być uruchomiony wielokrotnie w niezależny sposób. Określona jest maksymalna

liczba ewaluacji funkcji celu (MaxFEs), którą metoda może wykorzystać w każdym uru-

chomieniu do znalezienia optimum.

Benchmarki CEC oraz BBOB udostępniane są w formie zewnętrznego oprogramowa-

nia lub biblioteki, a więc uruchamianie wszystkich zaimplementowanych funkcji wielo-

krotnie, w celu jak najlepszego dopasowania parametrów metody do optymalizowanych
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funkcji, jest możliwe. Oznacza to, że benchmarki te niedoskonale implementują prawdzi-

wy problem czarnej skrzynki (ang.Black box ), w którym algorytm przed przystąpieniem

do optymalizacji nie posiada żadnych informacji o rozwiązywanej funkcji oraz w którym

istnieją ograniczenia na ilość ewaluacji funkcji celu. Przykładem konkursu optymaliza-

cyjnego, który lepiej oddaję specyfikę benchmarków czarnej skrzynki, może być konkurs

BBComp.

Skuteczność rożnicowej strategii ewolucyjnej jako optymalizatora globalnego, zdolnego

do konkurowania z wiodącymi metodami rozwiązującymi problemy wielomodalne, została

potwierdzona w tym rozdziale w oparciu o benchmarki CEC, BBOB oraz BBComp. Po-

niższe podrozdziały charakteryzują odpowiednio każdy z nich oraz opisują metodę oceny

wyników.

4.1.1 Benchmark CEC

Benchmark CEC jest rozwijany od 2005 roku, w ramach corocznej konferencji IEEE CEC

(ang.Congress on Evolutionary Computation). Użyta w ramach tego rozdziału wersja[5],

powstała na potrzeby konkursu optymalizacyjnego organizowanego w ramach konferencji

CEC 2017. Zbiór, dla jednokryterialnych problemów o ograniczeniach kostkowych, składa

się z 30 zaimplementowanych funkcji. Problemy zostały podzielone na grupy problemów

będącymi w zależności od numeru funkcji odpowiednio:

(1-3) Problemy unimodalne, które charakteryzują się zróżnicowaną dynamiką zmian war-

tości funkcji celu, w zależności od kierunku

(4-10) Proste problemy wielomodalne zawierające funkcje celu z regularnymi wzorami

geometrycznymi lokalnych optimów.

(11-20) Problemy hybrydowe, które są liniową kombinacją funkcji wielomodalnych uży-

tych na podzbiorze zmiennych, gdzie wzorce zmian są różne dla różnych grup zmien-

nych.

(21-30) Problemy złożone będące liniowymi kombinacjami funkcji wielomodalnych za-

stosowanych dla całego zestawu zmiennych. Wzorce zmian są charakterystyczne dla

każdej funkcji i wykluczają się wzajemnie.
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Wymiarowość przestrzeni przeszukiwań wynosi n = 10, 30, 50, 100, dla każdej z 30 opty-

malizowanych funkcji. Maksymalna liczba ewaluacji funkcji celu w każdym uruchomieniu

wynosi: MaxFEs = 10000 · n. Problemy konkursowe posiadają ograniczone dziedziny,

określone dla każdego z n wymiarów w przedziale xi ∈ [−100, 100]. Liczba wymaganych

niezależnych uruchomień, dla każdej pary funkcja i wymiarowość, wynosi 51. Dla każdego

problemu optymalizacyjnego znana jest dokładna wartość optimum funkcji celu. Podczas

analizy wyników brany jest pod uwagę błąd, będący różnicą między wartością funkcji celu

rozwiązania oraz wartością optymalną. Gdy raportowana wartość błędu jest mniejsza niż

10−8 przyjmuje się, że osiągnięto punkt optymalny.

Benchmark CEC dostarczany jest w formie biblioteki implementującej konkursowe

funkcje. Proces zbierania danych oraz wykreślania wykresów odbywa się poza benchmar-

kiem i jest przeprowadzany we własnym zakresie. W celu porównywania się z innymi

algorytmami należy więc dokonać samodzielnie ich testów, bądź bazować na danych udo-

stępnianych przez autorów tych metod lub twórców konkursu.

4.1.2 Benchmark BBOB

Benchmark BBOB (ang.Black-Box Optimization Benchmarking) jest rozwijany razem z

oprogramowaniem COCO[21] (ang.Comparing Continuous Optimizers) i od 2009 roku

jest używany w ramach konferencji GECCO (ang.Genetic and Evolutionary Computa-

tion Conference). Zbiór składa się z 24 funkcji. Problemy zostały podzielone na grupy

problemów będącymi w zależności od numeru funkcji odpowiednio:

(1-5) Problemy separowalne, z funkcjami celu, w których optymalizację można przepro-

wadzić oddzielnie dla każdej zmiennej.

(6-9) Funkcje, które charakteryzują się przeciętnie lub dobrze uwarunkowanymi macie-

rzami kowariancji.

(10-14) Problemy unimodalne, źle uwarunkowane, m.in takie jak ellipsoid, discus, cigar,

sharp ridge and different powers. Funkcje z tej grupy w dużej mierze odpowiadają

problemom unimodalnym (1-3) z benchmarku CEC2017.

(15-19) Problemy wielomodalne o strukturze globalnej, podobnie jak problemy złożone

z benchmarku CEC2017.
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(20-24) Funkcje wielomodalne, których struktura globalna jest nieregularna i zaszumio-

na.

Wymiarowość przestrzeni przeszukiwań wynosi n = 2, 3, 5, 10, 20, 40, dla każdej z 24 opty-

malizowanych funkcji. Maksymalna liczba ewaluacji funkcji celu w każdym uruchomieniu

wynosi: MaxFEs = 10000 ·n. Problemy konkursowe posiadają ograniczenia i są określone

dla każdego z n wymiarów w przedziale xi ∈ [−5, 5]. Dodatkową informacją jest fakt, że

optimum dla większości funkcji znajduje się w przedziale xi ∈ [−4, 4]. Liczba wymaga-

nych niezależnych uruchomień dla każdej funkcji, w zadanej wymiarowości, wynosi 15. Dla

każdego problemu optymalizacyjnego znana jest dokładna wartość optimum funkcji celu.

Podczas analizy wyników brany jest pod uwagę błąd, będący różnicą między wartością

funkcji celu rozwiązania oraz wartością optymalną. Gdy raportowana wartość błędu jest

mniejsza niż 10−8, przyjmuje się, że osiągnięto punkt optymalny.

Benchmark BBOB dostarczany jest wraz z oprogramowaniem COCO, które kontroluje

cały proces testowania metody oraz samodzielnie generuje wykresy i podsumowuje wyniki.

Proces ten jest automatyczny, samoczynnie porównujący wyniki badanej metody z innymi,

wiodącymi dla tego benchmarku, algorytmami. Dane z uruchomień innych algorytmów,

potrzebne do generowania wykresów i oceny, dostarczane są wraz z oprogramowaniem

przez autorów benchmarku.

4.1.3 Benchmark BBComp

Benchmark BBComp[39] (ang.Black Box Optimization Competition) był rozwijany po-

między rokiem 2015 a 2019 przez Uniwersytet Ruhry w Bochum. Jest konkursem opty-

malizacyjnym, który zdecydowanie lepiej niż konkursy BBOB oraz CEC oddaje ideę

konkursu czarnej skrzynki (ang. Black box optimization). Użyta w ramach tego roz-

działu ścieżka benchmarku nosi nazwę BBComp2016-1OBJ i jest grupą jednokryterial-

nych problemów o ograniczeniach kostkowych. Zbiór składa się z 1000 problemów o zu-

pełnie nieznanej charakterystyce. Wymiarowość przestrzeni przeszukiwań wynosi n =

2, 4, 5, 8, 10, 16, 20, 32, 40, 64, gdzie dla każdego z wymiarów zdefiniowane jest 100 proble-

mów. Maksymalna liczba ewaluacji funkcji celu w każdym uruchomieniu wynosi: MaxFEs

= 100 · n2. Dziedziny funkcji są ograniczone i określone dla każdego z n wymiarów w

przedziale xi ∈ [0, 1]. Poza tym przedziałem wartość funkcji jest nieokreślona. Wartość

funkcji celu punktu optymalnego jest nieznana, niemożliwe jest więc samodzielne oblicze-
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nie błędu.

Benchmark BBComp zbudowany jest w architekturze klient-serwer. Dostarczone przez

autorów oprogramowanie pozwala na łączenie się z serwerem benchmarku z poziomu róż-

nych języków programowania i wysyłanie zapytań o wartość funkcji celu w danym punkcie.

Funkcje konkursowe są więc dla uczestników rzeczywiście nieznane. Nie są dostarczane ani

jawnie, ani pośrednio w postaci skompilowanej w bibliotece. Każdy zarejestrowany i zwe-

ryfikowany przez organizatorów użytkownik może do każdej ścieżki benchmarku, a więc

do każdego problemu, podejść tylko raz. Nie ma więc możliwości, aby poprzez wielokrotne

uruchamianie problemów konkursowych zmienić lub dostosować parametry testowanego

algorytmu. Archiwalne wyniki porównujące skuteczność metod są udostępniane przez au-

torów benchmarku na ich stronie.

4.1.4 Wizualizacja wyników poprzez krzywe ECDF

W celu wizualnego przedstawienia wyników rankingu skuteczności metod w rozwiązywa-

nia problemów optymalizacyjnych można stosować krzywe zwane ECDF[21] (ang. Empi-

rical Cumulative Distribution Function). Krzywe ECDF starają się opisywać przeciętny

postęp metody optymalizacji w funkcji zużytego budżetu ewaluacji funkcji celu. Postęp ten

jest wyrażany za pomocą arbitralnie wprowadzonej skali, pozwalającej na porównywanie

i uśrednianie wyników dla różnych zadań optymalizacji.

Kluczowym elementem podczas tworzenia wykresu ECDF jest określenie progów jako-

ści. W celu określenia zbioru progów jakości należy dla każdego problemu i wymiarowości

zdefiniować najniższą ql oraz najwyższą qh wartość funkcji celu kiedykolwiek występującą

w rezultatach którejkolwiek z metod mających wchodzić w skład wykresu. Próg uznaje

się za osiągnięty, jeśli jakość najlepszego punktu osiągnie lub przekroczy wartość okre-

śloną przez próg. Zwyczajowo[22], progi jakości takiego wykresu ECDF zawierają się w

przedziale [ql, qh] i iloraz dwóch kolejnych progów ma wartość 100.2.

Aby było możliwe wykreślenie krzywej należy dla każdego uruchomienia monitorować

wartość funkcji celu najlepszego jak dotąd znalezionego punktu i zapisywać poziom jego

jakości, po osiągnięciu zdefiniowanego procenta wartości MaxFEs. Do powstania krzywej

ECDF wymagany jest zbiór par, przyporządkowujący określone procenty MaxFEs i war-

tość funkcji celu najlepszego jak dotąd znalezionego punktu. Posiadając takie dane dla

każdej trójki: wymiar, problem i numer uruchomienia, można w efektywny sposób po-
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znać jakość badanej metody na tle innych, bez konieczności długotrwałego uruchamiania

algorytmów, z którymi następuje porównanie.

Krzywe ECDF ukazują proporcje ułamka osiągniętych progów w zadanym budżecie,

gdzie budżet jest przedstawiony na osi odciętych (oś x). Oś rzędnych (oś y) ukazuje

proporcję osiągniętych odpowiednich progów jakości określoną w przedziale y ∈ [0, 1].

Wykres ECDF ukazuje w przybliżony sposób przeciętną jakość wyników, jakie osiąga

metoda po wykorzystaniu konkretnej liczby ewaluacji funkcji celu na zadanej funkcji,

grupie funkcji, bądź całym benchmarku.

W przypadku wielu niezależnych uruchomień tej samej metody dla tego samego pro-

blemu i wymiarowości, wartości proporcji osiągniętych progów jakości (oś y) są uśredniane

osobno w każdym punkcie budżetu, będącego kolejnym procentem MaxFEs (oś x). Dla

każdego punktu x, wartość y stanowi procent osiągniętych progów, a więc krzywa ECDF

jest niemalejąca. Istnieje możliwość agregacji wyników wielu różnych problemów, grup

problemów, lub przedstawienia wyników rankingu skuteczności metod w ujęciu całego

benchmarku. W tym celu wyniki dla wielu problemów są uśredniane dla każdego procen-

ta MaxFEs z osobna.

Każdy punkt na krzywych ECDF dla zadanego budżetu (oś x) ukazuje proporcję osią-

gniętych progów jakości (oś y). Pole powierzchni pod każdą krzywą ECDF może służyć do

porównywania jakości pomiędzy algorytmami. Jeśli przyjąć, że preferujemy metody jak

najszybciej dające jak najlepsze rozwiązania, wówczas metoda jest tym lepsza w optyma-

lizacji, im pole powierzchni pod jej wykresem ECDF jest większe.

4.1.5 Sposób uwzględniania ograniczeń kostkowych

Wszystkie opisane w tym rozdziale rodziny benchmarków zawierają problemy o ograni-

czeniach kostkowych. Zbiór punktów dopuszczalnych F opisany jest w postaci:

F = {x : li ¬ xi ¬ ui, i = 1, . . . , n},

gdzie li oznacza dolne, a ui górne ograniczenie na i-tej współrzędnej. Rozwiązanie musi

znajdować się w zbiorze dopuszczalnym F, a poza nim każda z funkcji benchmarku może

być niezdefiniowana. Opisywana w tej pracy metoda DES posiada szereg mechanizmów

stochastycznych, takich jak np. losowy addytywny szum wielowymiarowy. Pojawienie się

punktu spoza zbioru F jest więc możliwe, nawet pomimo wygenerowania populacji starto-
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wej wewnątrz ograniczenia. Istnieje wiele metod radzenia sobie z tą sytuacją. Przykładowo

można posłużyć się metodą naprawy, która każdemu punktowi niedopuszczalnemu przy-

porządkowuje, zgodnie z pewną regułą, punkt ze zbioru F. Wybór metody uwzględniania

ograniczeń może zakłócać działanie metody optymalizacyjnej, dlatego wybór ten jest klu-

czową decyzją podczas rozwiązywania problemów optymalizacyjnych.

Istnieją badania pokazujące wpływ sposobu uwzględniania ograniczeń na skuteczność

optymalizacji problemów benchmarkowych. W artykule [8] przeprowadzona została eks-

perymentalna analiza na 7 różnych algorytmach, w których przebadano 17 sposobów

uwzględniania ograniczeń i scharakteryzowano ich wydajność w procesach eksploracji

i eksploatacji. Wnioski płynące z tego badania dowodzą znaczącego wpływu metody

uwzględniającej ograniczenia na jakość wyników optymalizacji problemów z ogranicze-

niami kostkowymi. Analiza porównawcza zawarta w przytoczonym artykule pozwoliła

podjąć decyzję o wyborze optymalnego sposobu uwzględniania ograniczeń w algorytmie

DES opisanego poniżej.

W algorytmie DES jakość punktów wewnątrz zbioru dopuszczalnego nie jest modyfi-

kowana. Każdemu punktowi, u którego którakolwiek współrzędna znajduje się poza ogra-

niczeniami, przypisywana jest wartość sztucznej funkcji celu qA(x), której wartość jest

kombinacją wartości najgorszego jak dotąd znalezionego rozwiązania qmax oraz kwadrato-

wej funkcji kary:

qA(x) =qmax +
∑
xj>uj

(xj − uj)2 +
∑
xj<lj

(lj − xj)2, gdzie

qmax = max
t,i,x(t)i ∈F

q
(
x(t)i

)
.

Wartość sztucznej funkcji celu qA(x) rośnie kwadratowo wraz z odległością punktu niedo-

puszczalnego od najbliższego ograniczenia.

Sposobem na zmniejszenie potencjalnej liczby pojawiających się punktów poza zbio-

rem dopuszczalnym, w początkowych generacjach, jest odpowiednie zdefiniowanie popu-

lacji startowej. Jeśli populacja ta jest tworzona poprzez równomierne losowanie w ca-

łym zbiorze F, wówczas oczekiwana długość wektorów różnicowych sprawi, że duża cześć

punktów pierwszych generacji będzie generowana poza zbiorem dopuszczalnym. Dlatego

wskazane jest zainicjowanie populacji na obszarze zawartym w F. Obszar inicjacji użyty
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w eksperymentach jest ograniczony przez:

li +
1
3
(ui − li) ¬ xi ¬ ui −

1
3
(ui − li)

Ograniczenie obszaru F w celu wylosowania populacji początkowej sprawia, że zmniejsza

się oczekiwana długość wektora różnicowego. Po przyłożeniu takich wektorów różnicowych

do środka populacji, znajdującego się statystycznie w środku obszaru z którego następuje

losowanie, ryzyko wygenerowania nowego punktu naruszającego ograniczenie już w drugiej

generacji jest niskie.

4.2 Wyniki zastosowania algorytmu DES na bench-

marku CEC

Poniższy rozdział prezentuje wyniki porównawcze algorytmu DES na benchmarku CEC,

w wersji opisanej w podrozdziale 4.1.1. Dane algorytmów do porównań, biorących udział

w konkursie, pochodzą z zasobów udostępnionych przez autorów benchmarku[5] na ich

stronie[54]. W przypadku algorytmu DES oraz CMA-ES, uruchomione zostały wszyst-

kie zadania benchmarkowe, a wyniki niezbędne do wykreślenia krzywych ECDF zostały

samodzielnie zebrane.

4.2.1 Testy zależności czasowych

Z uwagi na to, że benchmark CEC jest dostarczany w formie biblioteki implementują-

cej jasno zdefiniowane funkcje, istnieje możliwość implementacji dodatkowych testów na

problemach konkursowych. Biblioteka daje możliwość uruchomienia dowolnej funkcji z

benchmarku, zapewniając wygodny dostęp do ich implementacji. Możliwe jest więc prze-

prowadzenie porównawczych testów czasowych, porównujących wybrane algorytmy. Ry-

sunek 4.1 obrazuje wykres zależności potrzebnego czasu obliczeń od liczby wymiarów, dla

algorytmów DES oraz CMA-ES. Do wykonania pomiarów wybrane zostały dwie funkcje

z benchmarku CEC: funkcja numer 1, będąca prostym problemem unimodalnym o dobrze

uwarunkowanej macierzy kowariancji, oraz funkcja numer 21, będąca problemem złożo-

nym z wielu funkcji wielomodalnych. Do pomiarów czasu wykorzystana została funkcja

wykorzystująca możliwości powłoki systemowej do rzeczywistego pomiaru czasu, jaki za-

dany proces spędził na procesorze. Oba testowane algorytmy używały implementacji w
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Rysunek 4.1: Wykres zależności czasu obliczeń (sekund) od liczby wymiarów (zmiennej

n) dla problemów z CEC. Liczba ewaluacji funkcji celu dla każdego z algorytmów była

równa 10000 · n. Linia niebieska obrazuje CMA-ES, linia czerwona DES.

tym samym języku programowania, którym był język programowania R. Każda metoda

posiadała ten sam maksymalny budżet wynoszący 10000·n ewaluacji funkcji celu. Wszyst-

kie metody, dla każdego wymiaru i problemu, zostały uruchomione 51 razy. Czas obliczeń

raportowany na wykresie jest średnią liczbą sekund, jakie proces powłoki systemowej dla

danego algorytmu zajął na procesorze, po odjęciu czasu, jaki dla tych parametrów osiągnął

algorytm błądzenia przypadkowego. W tym celu, dla każdego problemu i wymiarowości,

wyznaczony został czas zużyty na stworzenie oraz ewaluację wszystkich punktów z zada-

nego budżetu, dla metody błądzenia przypadkowego, która losowo wybierała punkty dla

których obliczana była wartość funkcji celu. Zabieg ten pozwala uniezależnić wykresy za-

leżności czasu obliczeń od różnic w implementacji i trudności obliczeń wszystkich funkcji

celu.

Wyniki ukazane na wykresie 4.1 obrazują różnicę w nakładzie czasowym dla algo-

rytmów DES oraz CMA-ES. Zarówno dla prostej funkcji unimodalnej, jak i dla funkcji

złożonej, DES wykazuje liniową zależność czasu obliczeń do liczby wymiarów problemu.

W przypadku zależności czasowej algorytmu CMA-ES, zauważalna jest rosnąca, wraz z

liczbą wymiarów, rozbieżność w stosunku do zależności czasowej metody DES. Dla pro-
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blemów powyżej 50 wymiarów widoczne jest załamanie od początkowej, w przybliżeniu

liniowej zależności. Można podejrzewać, że wraz z dalszym zwiększaniem liczy wymia-

rów będą następowały kolejne załamania, a wykres w większej skali dla CMA-ES będzie

przypominał aproksymowaną liniowo funkcję kwadratową.

4.2.2 Wyniki DES na tle CMA-ES
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Rysunek 4.2: Zbiorczy wykres krzywych ECDF prezentujących wyniki algorytmów DES

oraz CMA-ES na benchmarku CEC. Każdy z wykresów prezentuje wyniki porównań pro-

porcji osiągniętych progów jakości w funkcji budżetu, dla zadanej wymiarowości (zmienna

n) oraz konkretnej grupy funkcji (F).

Poniższy podrozdział przedstawia wyniki benchmarku CEC, tylko w kontekście rywa-
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lizacji pomiędzy metodami DES oraz CMA-ES. W tym celu, oba algorytmy, rozwiązywały

wszystkie problemy konkursowe, a wymagane dane zostały zebrane. Wykreślone na ry-

sunku 4.2 krzywe ECDF prezentują przeciętny postęp optymalizacji w funkcji zużytego

budżetu ewaluacji funkcji celu, w podziale na grupy funkcji benchmarkowych oraz liczbę

wymiarów. Budżet na wszystkich wykresach ECDF wyrażony jest jako liczba ewaluacji

funkcji celu podzielona przez liczbę wymiarów i przedstawiony w skali logarytmicznej.

Wyniki pokazują, że dla problemów unimodalnych (1-3) metoda CMA-ES osiąga lep-

sze wyniki od DES, biorąc pod uwagę zarówno szybkość zbieżności, jak i precyzję w

optymalnej lokalizacji. DES nie jest w stanie osiągnąć precyzji na poziomie porównywal-

nym z CMA-ES. Wskazuje to na konieczność poprawy efektywności eksploatacyjnej, być

może związanej z dalszym rozwojem metody DES w kierunku badań nad mnożnikiem

długości kroku. W przypadku problemów wielomodalnych (4-10, 11-20, 21-30) algorytm

DES, we wszystkich przypadkach, osiąga znacznie lepsze wyniki niż CMA-ES, zwłaszcza

dla wyższych wymiarów. Może to świadczyć o przewadze DES nad metodą CMA-ES pod

kątem zdolności eksploracyjnej. Można podejrzewać, że wolniejsza zbieżność i mniejsza

precyzja DES mogą być pomocne w osiąganiu dobrej jakości rozwiązań. Globalna struk-

tura funkcji wielomodalnej może być lepiej widoczna, gdy pomija się wysoce dynamiczne

artefakty poprzez użycie mniej precyzyjnej metody.

4.2.3 Wyniki DES na tle innych uczestników konkursu

W tym podrozdziale przedstawione zostały wyniki konkursu CEC organizowanego w ra-

mach konferencji CEC’2017. W konkursie wzięło udział wzięło udział 16 algorytmów, w

którym organizatorzy wymagali od uczestników uruchomienia benchmarku i dostarczenia

wymaganych danych. Zgodnie z wynikami zaprezentowanymi na konferencji i zamieszczo-

nymi na stronie organizatorów, zwycięzcą konkursu została metoda EBO[36], będąca kom-

binacją algorytmu optymalizacji rojowej oraz CMA-ES. Miejsca od drugiego do czwartego

zajęły różne wersje algorytmu LSHADE [11, 4, 43]. Metoda DES została, w jednej z wersji

raportu, sklasyfikowana na miejscu piątym. Kilka wysoko ocenionych metod obejmowa-

ło CMA-ES jako swoje części. Takim algorytmem był np. RB-IPOP-CMA-ES[7], który

był ulepszeniem bazującej na CMA-ES metody IPOP-CMA-ES. Wszystkie wymienione

powyżej metody były najwyżej ocenionymi metodami w konkursie w ramach konferencji

CEC’2017. Na podstawie danych udostępnionych przez autorów konkursu zostały wy-
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Rysunek 4.3: Zbiorczy wykres krzywych ECDF prezentujących wyniki algorytmu DES

na tle innych uczestników konkursu CEC. Każdy z wykresów prezentuje wyniki porów-

nań proporcji osiągniętych progów jakości w funkcji budżetu, dla zadanej wymiarowości

(zmienna n) oraz konkretnej grupy funkcji (F).

kreślone krzywe ECDF, porównujące wyniki tych algorytmów. Rysunek 4.3 przedstawia

wykresy prezentujące przeciętny postęp optymalizacji w funkcji zużytego budżetu ewa-

luacji funkcji celu, w podziale na grupy funkcji benchmarkowych oraz liczbę wymiarów.

Postęp budżetu na wszystkich wykresach ECDF wyrażony jest w postaci funkcji liczby

ewaluacji funkcji celu podzielonej przez liczbę wymiarów i przedstawiony w skali logaryt-

micznej. Szczegółowe wyniki DES na tle innych uczestników konkursu CEC, w ujęciu dla

każdej funkcji konkursowej z osobna, zamieszczone są w dodatku B.

Wyniki pokazują, że wraz ze wzrastaniem wymiarowości oraz trudności problemów,
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algorytm DES zbliża się coraz bardziej do zwycięzców konkursu. W przypadku problemów

unimodalnych (1-3) metoda DES wyraźnie przegrywa, w szczególności w szybkości zbież-

ności, z metodami bazującymi na estymacji macierzy kowariancji (algorytmy CMA-ES

oraz RB-IPOP-CMA-ES). Można także zauważyć, że zwycięzca całego konkursu, metoda

EBOwithCMAR, posiada tempo zbieżności oraz osiągane progi jakości scharakteryzo-

wane podobnie, jak w przypadku metody DES. Dla prostych problemów unimodalnych

EBOwithCMAR również ustępuje szybkością zbieżności i skutecznością optymalizacji al-

gorytmom z rodziny CMA-ES. Wykresy krzywych ECDF dla EBOwithCMAR oraz DES

pokrywają się, w szczególności dla najwyższych wymiarowości problemów unimodalnych

(1-3). Dla prostych problemów wielomodalnych (4-10) metoda DES osiąga wyraźnie wyż-

szą proporcję progów jakości od CMA-ES. Różnice w szybkości zbieżności pomiędzy DES

a metodami LSHADE-SPACMA oraz jSO są znacząco niższe niż dla problemów unimodal-

nych (1-3). Algorytm DES, wraz z narastaniem trudności problemów, coraz mniej odstaje

pod względem tempa zbieżności od najlepszych metod z konkursu. Dla funkcji hybry-

dowych (11-20) oraz trudnych problemów złożonych (21-31) metoda DES na wykresach

ECDF najszybciej osiąga punkty o wysokiej jakości, bądź znajduje się w czołówce w ca-

łym konkursie. Dla trudnych problemów złożonych (21-31), dla najwyższej wymiarowości,

metoda DES osiąga statystycznie najlepsze rozwiązania, wyprzedzając nawet całościowe-

go zwycięzce konkursu - metodę EBOwithCMAR. Wyniki algorytmu DES, na tle innych

uczestników konkursu CEC, potwierdzają obserwację wynikającą z wyników rywalizacji

tylko metod DES oraz CMA-ES na tym benchmarku. Metoda DES jest tym skuteczniej-

sza, im bardziej złożona jest optymalizowana funkcja celu, a problem posiada większą

wymiarowość.

4.3 Wyniki zastosowania algorytmu DES na bench-

marku BBOB

Rozdział ten prezentuje wyniki porównawcze algorytmu DES na benchmarku BBOB.

Dane z innych algorytmów, potrzebne do generowania wykresów i oceny, dostarczane

są wraz z oprogramowaniem przez autorów benchmarku. Implementacja algorytmu DES

została podłączona do środowiska benchmarku BBOB oraz wybrane zostały algorytmy

do porównań. Wszystkie prezentowane w tym rozdziale wykresy zostały automatycznie
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wygenerowane przez środowisko benchmarku, które kontroluje cały proces testowania oraz

samodzielnie generuje krzywe ECDF.

4.3.1 Wyniki DES na tle CMA-ES
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Rysunek 4.4: Zbiorczy wykres krzywych ECDF prezentujących wyniki algorytmów DES

oraz CMA-ES na benchmarku BBOB. Każdy z wykresów prezentuje wyniki porównań pro-

porcji osiągniętych progów jakości w funkcji budżetu, dla zadanej wymiarowości (zmienna

n) oraz konkretnej grupy funkcji (F).

Podrozdział ten przedstawia wyniki benchmarku BBOB w kontekście rywalizacji po-

między metodami DES oraz CMA-ES. W tym celu oba algorytmy zostały uruchomione w

dostarczonym przez autorów benchmarku środowisku, który zebrał wymagane dane. Ry-

sunek 4.4 prezentuje krzywe ECDF ukazujące przeciętny postęp optymalizacji w funkcji
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zużytego budżetu ewaluacji funkcji celu, w podziale na grupy funkcji benchmarkowych

oraz liczbę wymiarów. Budżet na wszystkich wykresach ECDF wyrażony jest jako liczba

ewaluacji funkcji celu podzielona przez liczbę wymiarów i przedstawiony w skali logaryt-

micznej. Na każdym z wykresów została naniesiona przez środowisko benchmarku krzywa

obrazująca zwycięzcę konkursu BBOB2009 - metodę BIPOP-CMAES[19].

Krzywe ECDF dla problemów separowalnych (1-5) oraz problemów unimodalnych źle

uwarunkowanych (10-14) pokazują, że metoda CMA-ES osiąga lepsze wyniki niż DES.

Tempo zbieżności oraz ostateczna proporcja osiągnietych progów jakości dla metody DES

jest niższa niż w przypadku CMA-ES. Dla problemów o niskim lub przeciętnym poziomie

uwarunkowania macierzy kowariancji (6-9), tempo zbieżności DES jest niższe niż CMA-

ES, aczkolwiek ostateczna jakość rozwiązania uzyskiwanego przez DES jest wyższa niż

w CMA-ES. Przewaga metody DES rośnie wraz ze zwiększaniem się wymiarowości prze-

strzeni przeszukiwań. Metoda DES osiąga znacząco lepsze rezultaty w porównaniu do

CMA-ES dla grupy problemów wielomodalnych (15-19), zwłaszcza dla wyższych wymia-

rowości. Dla problemów z wielomodalnych o nieregularnej strukturze (20–24) DES osiąga

lepszy ostateczny poziom jakości rozwiązania jedynie dla niższych wymiarowości.

4.3.2 Wyniki DES na tle innych uczestników benchmarku BBOB

W tym podrozdziale przedstawione zostały wyniki konkursu BBOB wygenerowane po-

przez dostarczoną przez autorów platformę COCO. Wybrane do porównań z DES al-

gorytmy to metody z czołówki rankingu benchmarku BBOB. Zbiór ten obejmuje trzy

algorytmy oparte na CMA-ES: BIPOP-CMAES[19] (oznaczany na krzywych ECDF rów-

nież jako best 2009 - zwycięzca konkursu BBOB2009), IPOP-CMAES[3] oraz NiPOP-

aCMA-ES[41]. Do porównań z DES wybrany też został algorytm RL-SHADE, będący

nowoczesnym wariantem ewolucji różnicowej. Rysunek 4.5 przedstawia wykresy prezentu-

jące przeciętny postęp optymalizacji w funkcji zużytego budżetu ewaluacji funkcji celu, w

podziale na grupy funkcji benchmarkowych oraz liczbę wymiarów. Budżet na wszystkich

wykresach ECDF wyrażony jest jako liczba ewaluacji funkcji celu podzielona przez liczbę

wymiarów i przedstawiony w skali logarytmicznej. W przypadku najwyższej wymiarowo-

ści (40 wymiarów) liczba metod naniesionych na krzywe ECDF jest ograniczona do tych,

do których oprogramowanie COCO posiadało niezbędne dane.

Wyniki pokazują, że metoda DES jest najskuteczniejsza w trudnych problemach wie-
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lomodalnych oraz źle uwarunkowanych funkcjach unimodalnych, w których jest w stanie

zbliżać się do wiodących nowoczesnych technik z rodziny CMA-ES. Różnica pomiędzy

zaawansowanymi strategiami z rodziny CMA-ES a DES, w końcowej jakości rozwiązań,

nie zmienia się znacząco wraz z wymiarowością problemów. W przypadku klasycznego al-

gorytmu CMA-ES oraz nowoczesnego wariantu ewolucji różnicowej RL-SHADE, metoda

DES dla części grup problemów wygrywa, bądź jej ostateczne rezultaty są zbliżone. Tempo

zbieżności metody DES w odniesieniu do wiodących technik CMA-ES (BIPOP-CMAES,

NiPOP-aCMA-ES, IPOP-CMAES) jest zazwyczaj niższe. Podobna szybkość zbieżności w

tych technikach, na początku procesu optymalizacji, wynikać może ze zmiennej wielkości

populacji, adaptacji parametrów i restartów, które są stosowane we wszystkich rozwa-

żanych strategiach. Dlatego można przypuszczać, że strategia oparta na restartach i ad-

aptacji parametrów, która wykorzystuje DES jako algorytm bazowy, mogłaby poprawić

efektywność optymalizacji DES, tak jak IPOP-, BIPOP- lub NiPOP-aCMA-ES popra-

wiają wydajność zwykłego algorytmu CMA-ES.

4.4 Wyniki zastosowania algorytmu DES na bench-

marku BBComp

W tym rozdziale zaprezentowane są wyniki porównawcze algorytmu DES na rzeczywistym

konkursie czarnej skrzynki BBComp, w wersji opisanej w podrozdziale 4.1.3. Wszystkie

prezentowane w tym rozdziale wykresy zostały wygenerowane przez organizatorów i za-

mieszczone na stronie konkursu. Z uwagi na to, że BBComp jest konkursem zamkniętym,

bez udostępniania implementacji problemów w postaci jakiegokolwiek oprogramowania,

nie ma możliwości wyboru algorytmów do porównań na tym benchmarku. Dodatkowo, w

konkursie BBComp brała także udział metoda CMA-DE, zdefiniowana w rozdziale 3.1.1,

której wyniki są uwzględnione na wykresach konkursowych.

Rysunek 4.6 przedstawia wykresy prezentujące przeciętny postęp optymalizacji w

funkcji zużytego budżetu ewaluacji funkcji celu, w podziale na liczbę wymiarów ozna-

czoną jako zmienna D. Postęp budżetu na wszystkich wykresach ECDF wyrażony jest

w postaci funkcji liczby ewaluacji funkcji celu, przedstawionej w skali logarytmicznej.

Warunki konkursowe nie wymagały od uczestników podawania opisu, ani nawet nazwy

algorytmu, z którym przystępują do konkursu. Zaprojektowanie konkursu w architektu-
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rze klient-serwer sprawiło, że organizatorzy nie mieli dostępu do implementacji metod

biorących udział w konkursie. Dlatego właśnie opisy metod na wykresach zawierają tyl-

ko nazwę użytkownika uczestnika, poza kilkoma wyjątkami uczestników, którzy jawnie

zadeklarowali nazwy algorytmów.

Zwycięzcą konkursu została metoda oznaczana na wykresach jako Simon Wessing,

będąca kombinacją algorytmów Neldera-Meada, CMA-ES oraz L-BFGS-B. Trzecie miejsce

w klasyfikacji ogólnej zajęła metoda DES, oznaczana na wykresach nazwą jarabas. Kolejne

miejsca zajęli użytkownicy Al Jimenez - algorytm CTA[31], Artelys Knitro - metoda

używająca oprogramowania Artelys Knitro, Lepagnot wykorzystujący algorytm o nazwie

MSS oraz użytkownik Brevilliers z metodą BSA-DE-SA. Metoda CMA-DE została na

wykresach opisana nazwą djagodzi. O technikach używanych przez resztę uczestników nie

wiadomo nic więcej.

Wyniki pokazują, że metoda DES (oznaczona na wykresach różową linią), która zajęła

trzecie miejsce w klasyfikacji generalnej konkursu, osiąga najlepsze wyniki dla wyższych

wymiarowości. Wraz ze wzrastaniem wymiarowości problemów, poprawia się jakość opty-

malizacji metody DES i miejsce w rankingu. Już od D=10 wymiarów algorytm DES

zajmuje pierwsze, bądź jednokrotnie drugie (dla D=40), miejsce w rankingu wszystkich

metod biorących udział w konkursie. Dla największych wymiarowości (D=64) metoda

DES zwyciężyła w ujęciu wszystkich problemów, znacząco wyprzedzając wszystkie inne

algorytmy w początkowym tempie zbieżności. Wyniki DES w porównaniu z metodą CMA-

DE (oznaczoną na wykresach niebieską linią), pokazują znaczącą przewagę dla algorytmu

DES. CMA-DE, która zajęła dziesiąte miejsce w klasyfikacji generalnej konkursu, osiąga

lepszy wynik rankingu niż DES tylko dla najniższych wymiarowości (D=5).
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Rysunek 4.5: Zbiorczy wykres krzywych ECDF prezentujących wyniki algorytmu DES

na tle innych uczestników konkursu BBOB. Każdy z wykresów prezentuje wyniki porów-

nań proporcji osiągniętych progów jakości w funkcji budżetu, dla zadanej wymiarowości

(zmienna n) oraz konkretnej grupy funkcji (F).
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Rysunek 4.6: Zbiorczy wykres krzywych ECDF prezentujących wyniki algorytmu DES na

tle innych uczestników konkursu BBComp. Każdy z wykresów prezentuje wyniki porów-

nań proporcji osiągniętych progów jakości w funkcji budżetu, dla zadanej wymiarowości

(podpis nad każdym wykresem) i wszystkich problemów benchmarku BBComp. Metoda

DES oznaczona jest linią różową i nazwą jarabas. Metoda CMA-DE oznaczona jest linią

niebieską i nazwą djagodzi. Liczby przy każdej nazwie algorytmu oznaczają ranking me-

tody dla każdego wykresu zbiorczego.
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Rozdział 5

Podsumowanie

Cel rozprawy sformułowany w rozdziale 1.2 został osiągnięty. Zaproponowany został algo-

rytm, który modeluje dynamikę zmian rozkładów generowanych populacji w algorytmie

CMA-ES, bez konieczności estymacji bądź przybliżania rzeczywistej macierzy kowariancji.

Zaprezentowana w rozdziale 3 metoda różnicowej strategii ewolucyjnej (DES) implemen-

tuje kluczowe rozwiązania ewolucyjnej strategii adaptacji macierzy kowariancji, skupiając

się na zależnościach pomiędzy punktami, a nie rozkładami prawdopodobieństwa. Zapro-

ponowana metoda zastępuje kosztowny proces estymacji macierzy kowariancji i genero-

wania realizacji wielowymiarowego rozkładu normalnego, koncepcją mutacji różnicowej.

Zgodnie z przeprowadzonymi eksperymentami opisanymi w rozdziale 4.2.1, DES zacho-

wuje liniową względem liczby wymiarów zależność czasową dla szeregu różnych funkcji

celu. Algorytm różnicowej strategii ewolucyjnej posiada także potwierdzoną doświadczal-

nie (rozdział 3.2) tendencję do dopasowywania się do konturów funkcji celu w stopniu

analogicznym do CMA-ES.

W rozdziale 2 prezentującym krytyczną analizę problemów metaheurystyk z rodzin

CMA-ES i DE, zaprezentowany został przegląd wiodących technik optymalizacji dla tych

rodzin algorytmów. Poznanie problemów i sposobów radzenia sobie z ograniczeniami tych

rozwiązań, umożliwiło późniejszą analizę wyników rywalizacji metaheurystyk z rodzin

CMA-ES i DE z wprowadzoną metodą DES. Wizualizacja wyników poprzez krzywe ECDF

opisane w rozdziale 4.1.4, pozwoliła przedstawiać w łatwy sposób postęp optymalizacji na

tle innych metod, również ujęciu zbiorczym dla wielu różnych zadań optymalizacji jed-

nocześnie. Szereg testów przeprowadzonych w rozdziale 4 potwierdził wysoką skuteczność

algorytmu DES na tle wiodących metod optymalizacyjnych, w procesie optymalizacji glo-
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balnej. Zgodnie z wynikami eksperymentalnymi dla benchmarku BBOB, średnia wydaj-

ność DES jest porównywalna do CMA-ES. Dla zestawu funkcji konkursowych CEC, wyniki

metody różnicowej strategii ewolucyjnej są znacznie lepsze niż dla CMA-ES, zwłaszcza

w przypadku skomplikowanych problemów wielomodalnych i dużej liczby wymiarów. Z

szeregu przeprowadzonych eksperymentów można wywnioskować, że DES jest metodą

optymalizacji konkurencyjną w stosunku do CMA-ES jak również wobec innych metod

optymalizacyjnych biorących udział w konkursach. Metoda DES jest tym skuteczniejsza,

im bardziej złożona jest optymalizowana funkcja celu, a problem posiada większą wymia-

rowość. Potwierdzeniem tej tezy jest wysoka skuteczność metody DES w procesie uczenia

konwolucyjnych i rekurencyjnych sieci neuronowych, opisana w pracy [30].

Dalszy rozwój DES będzie dwukierunkowy. Jednym z kierunków jest poszukiwanie po-

prawy efektywności w optymalizacji lokalnej. Obecna wersja DES nie zawiera mechanizmu

analogicznego do adaptacji mnożnika kroku, który umożliwia CMA-ES osiąganie doskona-

łej szybkości i precyzji zbieżności. Zgodnie z rozważaniami w rozdziale 2.2.1[Współczynnik

skalujący], dobór współczynnika F pełni tylko rolę wspomagającą adaptację kroku, głów-

nie w początkowych fazach procesu optymalizacji. Operator mutacji różnicowej posiada

wbudowaną zdolność samoadaptacji długości kroku bazującą na sposobie doboru punk-

tów tworzących wektory różnicowe. Należy więc przeprowadzić badania, czy w przypadku

używania mutacji różnicowej przez metodę DES, dodatkowa adaptacja mnożnika długości

kroku jest niezbędna. Innym sposobem poprawy szybkości i precyzji zbieżności w opty-

malizacji lokalnej może być zmiana w sposobie liczenia punktu środkowego. Każdorazowe

wyznaczanie i ewaluacja punktu środkowego, jak to obecnie ma miejsce w DES, może być

nieskuteczne, gdy optymalizacja nie jest w fazie eksploatacji. Badania ustalające sposób

wykrywania takiej sytuacji pozwoliłyby uzależnić sposób obliczania punkt środkowego

od fazy optymalizacji tak, by zwiększyć tempo zbieżności. Ponadto, obliczanie punktu

środkowego gdy optymalizowana funkcja nie jest w przybliżeniu kwadratowa w otoczeniu

optimum lokalnego, może być bezcelowe. W takim wypadku, warunkowe uruchamianie ob-

liczeń punktu środkowego pozwoliłoby oszczędzać budżet ewaluacji funkcji celu. Drugim

kierunkiem rozwoju metody DES jest poprawa efektywności w realizacji zadań optymali-

zacji globalnej. Zastosowanie w DES popularnych technik implementowanych w nowocze-

snych algorytmach z rodzin CMA-ES i DE, opisanych w rozdziałach odpowiednio 2.1.3

oraz 2.2.2, może skutkować poprawą zdolności eksploracyjnych. Przeprowadzenie badań
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w kierunku opracowania strategii stosowania inteligentnych restartów oraz dostosowania

parametrów metody, może poprawić globalną efektywność optymalizacji. Uzmiennienie

liczebności populacji, stosując np. redukcję liczby punktów w populacji w każdej kolejnej

generacji, pozwoliłoby np. stosować liczniejsze populacje w fazie eksploracji, wpływając

na poprawienie się efektywności optymalizacji globalnej.
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Dodatki
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Dodatek A

Parametry algorytmów użytych w

eksperymentach

Dodatek przedstawia ustawienia parametrów poszczególnych metod użytych w ekspery-

mentach w rozdziale 3 oraz rozdziale 4:

� CMA-ES

λ = 4 + ⌊3 log(n)⌋, µ = ⌊λ
2
⌋, wi = β · (log(µ+ 0.5)− log(i)), gdzie β jest współ-

czynnikiem normalizującym,

cσ =
µeff + 2
n+ µeff + 5

, gdzie µeff = 1/
∑
(wi)2,

dσ = 1 + 2max

0,
√
µeff − 1
n+ 1

− 1

+ cσ,
cc =

4 + µeff/n
n+ 4 + 2µeff/n

, c1 =
2

(n+ 1.3)2 + µeff
,

cµ = min
(
1− c1, 2

µeff − 2 + 1/µeff
(n+ 2)2 + µeff

)

� CMA-DE

λ = 4 + ⌊3 log(n)⌋, µ = ⌊λ
2
⌋, cd =

µ

µ+ 2
, cc =

1√
n
, ccov =

2
n2
.

� DES

λ = 4 + ⌊3 log(n)⌋ (Rozdział 3.2), λ = 4n (Rozdział 4.2 oraz Rozdział 4.3),

µ = ⌊λ
2
⌋, cd =

µ

µ+ 2
, cc =

1√
n
,

ccov =
2
n2
, H = 6 + 3

√
n, ε = 10−6.

94



Dodatek B

Szczegółowe wyniki zastosowania

algorytmu DES na benchmarku CEC

Poniższy dodatek ukazuje wykresy krzywych ECDF prezentujące wyniki algorytmu DES

na tle innych uczestników konkursu CEC, w ujęciu dla każdej funkcji konkursowej z osob-

na. Każdy z wykresów prezentuje wyniki porównań proporcji osiągniętych progów jakości

w funkcji budżetu, dla zadanej wymiarowości (zmienna n) oraz konkretnej funkcji kon-

kursu. Szczegółowy opis konkursu optymalizacyjnego CEC, wraz z opisem problemów

wchodzących w jego skład, znajduje się w podrozdziale 4.1.1.
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(b) n=30
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(c) n=50
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(d) n=100

Rysunek B.1: Funkcja 1 benchmarku CEC.
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(a) n=10
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(b) n=30
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(c) n=50
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(d) n=100

Rysunek B.2: Funkcja 2 benchmarku CEC.
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(a) n=10
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(b) n=30
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(c) n=50
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(d) n=100

Rysunek B.3: Funkcja 3 benchmarku CEC.
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(a) n=10
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(b) n=30
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(c) n=50
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(d) n=100

Rysunek B.4: Funkcja 4 benchmarku CEC.
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(a) n=10
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(b) n=30
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(c) n=50
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(d) n=100

Rysunek B.5: Funkcja 5 benchmarku CEC.
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(a) n=10
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(b) n=30
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(c) n=50
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(d) n=100

Rysunek B.6: Funkcja 6 benchmarku CEC.
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(a) n=10
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(b) n=30
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(c) n=50
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(d) n=100

Rysunek B.7: Funkcja 7 benchmarku CEC.
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(a) n=10
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(b) n=30
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(c) n=50
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(d) n=100

Rysunek B.8: Funkcja 8 benchmarku CEC.
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(a) n=10
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(b) n=30
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(c) n=50
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(d) n=100

Rysunek B.9: Funkcja 9 benchmarku CEC.
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(a) n=10
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(b) n=30
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(c) n=50
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(d) n=100

Rysunek B.10: Funkcja 10 benchmarku CEC.
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(a) n=10
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(b) n=30
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(c) n=50
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(d) n=100

Rysunek B.11: Funkcja 11 benchmarku CEC.
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(a) n=10
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(b) n=30
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(c) n=50
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(d) n=100

Rysunek B.12: Funkcja 12 benchmarku CEC.
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(a) n=10
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(b) n=30
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(c) n=50
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(d) n=100

Rysunek B.13: Funkcja 13 benchmarku CEC.

108



0 1 2 3 4

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

log10 of (f−evals / dimension)

P
ro

po
rt

io
n 

of
 fu

nc
tio

n 
+

 ta
rg

et
 p

ai
rs

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●
● ●

●●●

●

● ●

●
● ●

● ●
●

● ●

●

●

●

●
● ●

●

● ● ● ● ● ● ●

●

●

●

DES
CMA−ES
RB_IPOP_CMA_ES
jSO
LSHADE_SPACMA
EBOwithCMAR

(a) n=10
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(b) n=30
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(c) n=50
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(d) n=100

Rysunek B.14: Funkcja 14 benchmarku CEC.
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(a) n=10
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(b) n=30
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(c) n=50
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(d) n=100

Rysunek B.15: Funkcja 15 benchmarku CEC.
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(b) n=30
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(c) n=50
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(d) n=100

Rysunek B.16: Funkcja 16 benchmarku CEC.
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(b) n=30
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(c) n=50
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(d) n=100

Rysunek B.17: Funkcja 17 benchmarku CEC.
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(a) n=10
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(b) n=30
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(c) n=50
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(d) n=100

Rysunek B.18: Funkcja 18 benchmarku CEC.
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(a) n=10
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(b) n=30
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(c) n=50
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(d) n=100

Rysunek B.19: Funkcja 19 benchmarku CEC.

114



0 1 2 3 4

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

log10 of (f−evals / dimension)

P
ro

po
rt

io
n 

of
 fu

nc
tio

n 
+

 ta
rg

et
 p

ai
rs

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

● ● ●

●
●● ● ● ●

● ● ● ● ● ● ● ●

●

●● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ●

●

●

●

DES
CMA−ES
RB_IPOP_CMA_ES
jSO
LSHADE_SPACMA
EBOwithCMAR

(a) n=10
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(b) n=30
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(c) n=50
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(d) n=100

Rysunek B.20: Funkcja 20 benchmarku CEC.
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(a) n=10
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(b) n=30
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(c) n=50
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(d) n=100

Rysunek B.21: Funkcja 21 benchmarku CEC.
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(a) n=10
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(b) n=30
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(c) n=50
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(a) n=10
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(b) n=30
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(c) n=50
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(d) n=100

Rysunek B.30: Funkcja 30 benchmarku CEC.
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