CMAES

Covariance Matrix Adaptation Evolution Strategy

Opracowanie: Lidia Wojciechowska

W algorytmie CMAES, podobnie jak w algorytmie EDA, adaptowany jest rozktad
prawdopodobienstwa generacji punktow, opisany przez warto$¢ oczekiwang oraz macierz
kowariancji, a takze, dodatkowo, przez parametr dtugosci kroku. Dwa najwazniejsze mechanizmy
wykorzystywane w tym algorytmie to:

e adaptacja macierzy kowariancji;
e adaptacja dtugosci kroku.
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Generacja populacji oraz selekcja

Populacja gq;(t) w kroku t generowana jest w nastepujacy sposéb: s ———--------------————-

1. Generowane jest A punktow d;(t) z rozktadu normalnego o
zerowej wartosci oczekiwanej i zadanej macierzy kowariancji
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Z populacji wybierane jest u najlepszych punktéw — w praktyce
moze to by¢ np. potowa wygenerowanych wczesniej punktow. b e e el



Adaptacja macierzy kowariancji (CMA)

Dla wygody przyjmijmy, ze dtugos¢ kroku, czyli 6 = 1. Przypomnijmy, ze macierz kowariancji jest
uogdlnieniem wariancji na przypadek wielowymiarowy, czyli w praktyce charakteryzuje rozproszenie
punktow populacji.

Adaptacja macierzy kowariancji w algorytmie CMAES rdézni sie od tejze adaptacji w algorytmie EDA
tym, ze od punktéw nie odejmujemy nowej wartosci Sredniej a starg wartos$¢ oczekiwang: m(t).
Mozna to zapisa¢ w nastepujgcy sposob:
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Oznacza to, ze podczas tworzenia nowej macierzy kowariancji od wyselekcjonowanych p punktéw
populacji odejmujemy wartos¢ oczekiwang populacji przed selekcja. Zilustrowane jest to ponizszym
rysunkiem:

Punkty niebieskie i czerwone to populacja bazowa, ktdrej rozktad przyblizony jest niebieskg elipsg, i
ktdrego wartosc oczekiwana znajduje sie w punkcie oznaczonym niebieskim krzyzykiem. Punkty
czerwone to wyselekcjonowana czes$¢ populacji — ich wartosé oczekiwana to czerwony krzyzyk. Jako
Srodek populacji, wykorzystany do stworzenia nowej macierzy kowariancji, wykorzystany jest punkt
oznaczony krzyzykiem niebieskim. Powstaty dzieki temu nowy rozktad przyblizony jest na ponizszym
rysunku czerwong elipsa.

Dzieki tej metodzie adaptacji macierzy kowariancji ksztatt elipsy opisujgcej rozktad bedzie ,, wyciaggat
sie” w strone zwiekszajacej sie wartosci funkcji celu, uktadajac sie prostopadle do poziomic tej
funkcji, zamiast, jak w przypadku algorytmu EDA, rozszerzac sie rownolegle do nich. Oznacza to, ze na
zboczach funkcji celu algorytm CMAES bedzie zachowywat sie bardzo dobrze, dgzac szybko w strone
optimum. Ponizszy rysunek pokazuje, jak rozktad populacji adaptuje sie w przypadku funkcji celu o
wartosciach rosngcych w strone prawego gérnego rogu:



Kiedy populacja znajdzie sie ,,na szczycie”, czyli w optimum funkcji celu, warto$¢ oczekiwana
wybranych punktdw i warto$¢ oczekiwana populacji bazowej (czerwony i niebieski krzyzyk) bedg sie
w przyblizeniu pokrywaty - rozktad bedzie sie wiec zachowywat jak w przypadku algorytmu EDA, czyli
zacznie sie skracaé i zmniejsza¢, pokrywajac wcigz optimum.

W?z6r opisujacy adaptacje macierzy kowariancji na poczatku niniejszego rozdziatu jest jednak nieco
bardziej skomplikowany. Dlaczego?

Po pierwsze, algorytm wykorzystuje do adaptacji macierzy kowariancji informacje o korelacji miedzy
kolejnymi krokami. Parametr p. to tzw. Sciezka ewolucji — akumulacja kolejnych krokédw wykonanych
przez algorytm. Pierwszy sktadnik ponizszego réwnania okresla, z jakg wagg wykorzystamy
dotychczasowg sciezke ewolucyjng, a drugi to znormalizowany ostatni krok.

pe(t+1) = (1= cIp(t) + /1= (1= )2 /nAD)

Sciezka ta, czyli informacja o korelacji miedzy kolejnymi generacjami populacji, wykorzystana jest (z
waga ¢;) w drugim sktadniku réwnania opisujgcego aktualizacje macierzy kowariancji. Istotne jest to
szczegoblnie w przypadku matych populacji.

Ponadto algorytm skutecznie wykorzystuje informacje o wszystkich punktach z populacji — jest to
szczegolnie wazne w przypadku duzych populacji. Odpowiedzialny za to jest (z waga ¢, ) trzeci
sktadnik ponizszego réwnania. Pierwszy sktadnik zas jest uwzglednieniem z pewng wagg poprzedniej
macierzy kowariancji.
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Adaptacja dtugosci kroku (CSA)

Krokiem bedziemy nazywad rdznice miedzy wartoscig oczekiwang rozktadéw dwadch kolejnych
populacji (czyli w odniesieniu do powyzszych rysunkdéw - przesuniecie kolejnych elips). Innymi stowy
wartos¢ wspodtczynnika dtugosci kroku odpowiada za to, jak daleko punkt wygenerowany moze
odsung¢ sie od punktu srodkowego.

Przyjmijmy dla wygody, ze macierz kowariancji jest jednostkowa.

Kroki oznaczone sg na ponizszym rysunku strzatkami.
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Pierwszy przypadek od lewej to sytuacja, w ktérej dtugosé kroku jest za duza — strzatki o
zamalowanych grotach krazg wokot pewnego punktu, ich kierunki znoszg sie wzajemnie. Taka
sytuacja moze wystgpic na szczycie funkcji celu — zbyt dtugi krok powoduje, ze punkty trafiajg za
daleko od optimum, , przestrzeliwujg sie” na drugg strone szczytu. Krok nalezy wtedy skrécic —
skrdocony krok to na rysunku strzatka o niezamalowanym grocie.

Przypadek po prawej stronie to sytuacja, w ktorej kroki sg za krotkie. Strzatki o niezamalowanych
grotach wskazujg w przyblizeniu podobny kierunek — gdyby krok zostat wydtuzony, ten sam rezultat
mozna by osiggnac¢ wykonujgc mniejszg liczbe krokéw - skrécitoby to czas dziatania algorytmu.

Sytuacja, do ktérej chcemy dazy¢, pokazana jest na Srodkowym obrazku. Kroki sg w przyblizeniu
prostopadte do siebie, nieskorelowane ze soba.

Adaptacja dtugosci kroku to aktualizacja parametru o. Aby zdecydowaé, czy krok ma by¢ zmniejszony,
zwiekszony, czy pozostac niezmieniony, poréwnujemy dtugos¢ wektora p, z wartoscig oczekiwang
rozktadu normalnego standaryzowanego. Jezeli wartosci te bedg réwne, wtedy o(t + 1) obliczona z
ponizszego wzoru bedzie réwna o(t).

o(t+1) =o(t) exp (2_6 <% - 1>)

Czym jest wektor p,? Mozemy nazwac go sprzezong sciezky ewolucji, tak jak w przypadku adaptacji
macierzy kowariancji akumuluje on wektory przesuniecia punktu srodkowego populacji. Jezeli ruch
bedzie odbywat sie wcigz w te sama strone, dtugo$¢ tego wektora bedzie wieksza od E||N(0,1)||, a
jezeli beda nastepowaty fluktuacje na wzgdrzu, bedzie ona mniejsza. Dlatego tez w pierwszym
przypadku diugosé kroku zostanie zwiekszona, a w drugim zmniejszona. Wektor p, aktualizowany
jest w nastepujacy sposéb:

Po(t+1) = (1 — co)ps(t) + €721 — (1 — c5)2/uA(D)

¢ to parametr okreslajacy, jaka czesé informacji o poprzednim wektorze p(t) chcemy zachowac.
Drugi sktadnik rownania jest znormalizowanym wektorem ostatniego przesuniecia.

Catosc algorytmu

1. Generacja i selekcja punktdw — jak opisano powyzej.

2. Obliczana jest nowa warto$¢ srednia wybranych p punktéw, czyli rodzicéw: m(t + 1) —
wartosé ta jest , przesunieta” wzgledem starej wartosci sredniej w strone lepszych punktéw
wybranych z populacji.

3. Aktualizowane sg parametry p, oraz p..

4. Nastepuje aktualizacja dtugosci kroku o, jak opisano powyzej.



5. Aktualizowana jest macierz kowariancji, jak opisano powyze;j.

Warunek korica algorytmu zalezny jest od specyfiki zadania.

Na ponizszym rysunku przedstawiony jest przyktadowy przebieg algorytmu CMAES. Ksztatt macierzy
kowariancji adaptuje sie na podstawie selekcji punktow z populacji, a skala tej macierzy zalezy od
Sciezki ewolucji.

Generation 1 Generation 2 Generation 3

Generation 4 Generation 5 Generation 6
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