ADAPTACYJNE PRZETWARZANIE SYGNAELOW
LABORATORIUM

Cwiczenie 1

Modelowanie i analiza widmowa dyskretnych sygnaléw losowych

1. CEL CWICZENIA

Celem ¢wiczenia jest zapoznanie studentow z wybranymi algorytmami filtracji adapta-
cyjnej stosowanymi do estymacji parametréw sygnatow modelowanych procesami ARMA
oraz przedstawienie nowoczesnych metod analizy widmowej opartych na liniowym mode-
lowaniu dyskretnych proceséw losowych.

2. ZAKRES BADAN

W pierwszej czesci ¢wiczenia badane sg dwa algorytmy adaptacyjnej identyfikacji modeli
ARMA sygnatu losowego:

e blokowy transwersalny algorytm typu LS w wersji Kay’a;

e rekursywny transwersalny algorytm oparty na kryterium najwiekszej wiarygodnosci
(tzw. algorytm Friedlandera).

W drugiej czesci ¢wiczenia badane sg natomiast metody analizy widmowej oparte na
autoregresyjnym modelu dyskretnego procesu losowego. Badania szerokiej klasy algoryt-
moéw modelowania AR zaimplementowanych w pakiecie AFRICA przeprowadzone sg dla
réznych typow sygnaldéw syntetycznych i rzeczywistych (sygnal EEG). W szczegdlnosei
badane sg adaptacyjne wtasciwosci algorytméw na przyktadzie sygnatow niestacjonarnych
(sygnatl sinusoidalny o liniowo narastajacej czestotliwosci (chirp) oraz sygnat EEG).

3. PODSTAWY TEORETYCZNE
3.1 Model ARMA dyskretnego procesu losowego

Losowy proces autoregresji z ruchoma $rednia ARMA (AutoRegressive Moving Average)
opisany jest nastepujacym réwnaniem réznicowym:

X(n) :iaiX(n—i)+W(n)+zq:bjW(n—j), (1)

J=1

gdzie W (n) jest szumem biatym, a liczby p i ¢ okreslaja rzad modelu — ozn. ARMA(p, q).
Innymi stowy jest to proces otrzymywany na wyjsciu filtru liniowego o transmitancji H(z),
pobudzanego szumem W (n). Transmitancja H(z) ma przy tym postac:
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Filtr o transmitancji H(z) nazywany jest filirem modelujacym. Jedli filtr ten spelnia wa-
runek minimalnofazowosci, to woéwczas sensownym staje zagadnienie filtru odwrotnego,
rozumianego jako filtr o transmitancji G(z) = 1/H(z) = A(z)/B(z). Jesli na wejscie takie-
go filtru podamy sygnal X (n), to na jego wyjsciu otrzymamy szum biaty. Mamy wtedy do
czynienia z problemem wybielania sygnaléw, ktory sprowadza sie do znalezienia transmi-
tancji filtru odwrotnego. Jedli transmitancja H(z) filtru modelujacego jest znana lub inaczej
znany jest model sygnatu X (n), to tak postawione zadanie jest trywialne. W praktyce jed-
nak model sygnatu X (n) nie jest znany. Co wiecej nie ma zadnej pewnosci, ze obserwowany
sygnal spelia réwnanie modelu ARMA (1). W takiej sytuacji problem wybielania sygnatu
wiaze si¢ nierozerwalnie z problemem modelowania, tzn. znalezienia takiego filtru liniowego
o transmitancji B(z) /A(z), ktorego wyjscie przy pobudzaniu szumem bialym na wejsciu
jest w jakims$ sensie przyblizeniem obserwowanego sygnatu X (n). Filtr wybielajacy ma
wowczas transmitancje G(z) = A(z)/B(z).

Przedstawiony powyzej schemat rozwigzania problemu wybielania poprzez uprzednie
modelowanie ma znaczenie czysto teoretyczne i wytacznie pogladowe. W praktyce bowiem
zdecydowana wiekszo$¢ algorytméw znajdowania modelu ARMA dla obserwowanego syg-
natu pracuje w odwroconej kolejnosci. Model znajdowany jest poprzez uprzednie wybiela-
nie sygnatu, ktérego obserwowane probki przetwarzane sg przez filtr adaptacyjny w taki
sposob, aby na wyjséciu tego filtru pojawit sie sygnat btedu o wlasciwosciach mozliwie
najbardziej zblizonych do szumu biatego. Filtr modelujacy uzyskuje si¢ wtedy poprzez od-
powiednie odwrocenie filtru wybielajacego. Dowodzi to, ze z praktycznego punktu widzenia
problemy wybielania i modelowania sygnaléw sa ze soba nierozerwalnie zwigzane i nalezy
je traktowac tacznie.

3.2 Adaptacyjne algorytmy modelowania proceséw losowych ARMA

W ¢éwiczeniu badane sa dwa algorytmy modelowania ARMA. Pierwszym z nich jest
blokowy algorytm transwersalny oparty na kryterium LS. Istota tego algorytmu jest po-
laczenie rozwiazania nadokreslonego uktadu zmodyfikowanych réwnaii Yula-Walkera (es-
tymacja parametrow AR) z metoda Kay’a estymacji parametréow MA w modelu ARMA.
Algorytm ten jest opisany szczegblowo w [1, 2].

Drugim algorytmem jest rekursywny algorytm oparty na kryterium najwickszej wia-
rygodnosci [3]. Ze wzgledu na duze znaczenie praktyczne w klasie algorytmow estymacji
parametrow proceséw ARMA zostanie on omoéwiony doktadniej.

Przyjmujemy nastepujace oznaczenia:

0 =[—ay,...,—ay,by,..., b7 - wektor parametréw modelu,

6, = [—ai(n),...,—ay(n),bi(n),. .. by(n)]" - wektor estymat parametréw modelu,
v,=lz(n—1),...,2(n—p),e(n—1),...,e(n —q)T - wektor danych (obserwacji),
U,=12(n—1),...,72(n—p),é(n—1),...,é(n —q)T - wektor danych po filtracji.
Zaktadajac, ze znamy juz wektor estymat parametrow 0,1 wyznaczony dla poprzednich
obserwacji mozemy, zgodnie z ogolna zasada algorytmow rekursywnych, wyznaczy¢ wek-
tor estymat 0, po zarejestrowaniu obserwacji x(n). Bezposrednio przed zarejestrowaniem
obserwacji x(n) dostepne sa nastepujace wielkosci: 9n_1, V,, U, oraz macierz

Qn—l = EKénfl - 9) (énfl - O)T]a (3)

bedaca macierzg kowariancji btedu.
Po zarejestrowaniu probki z(n) mozemy zatem wyznaczy¢ blad predykceji:

e(n) = z(n) —v10,_, (4)



oraz macierz kowariancji btedu w chwili n:

_ 1 Qn—l — Qn—anl)Z;Qn—l
Qn -5 ~T = . (5)
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Rola parametru A, zostanie wyjasniona nizej.
Gléwna rekursja na parametry modelu przyjmuje postac:

0,=0,1+Q,,.c(n). (6)
Po wyznaczeniu biezacej wartosci wektora estymat 0, mozemy wyznaczy¢ btad resztkowy:
e(n) = x(n) — v}0,, (7)

ktory wystepuje w wektorze obserwacji v,,,1. Majac z kolei wektor v, mozemy wyzna-
czy¢ wektor danych po filtracji ©,,,1 do nastepnej iteracji. W tym celu nalezy dokonaé
nastepujacej operacji filtracji:

T = ¥x z enl2) = ée z
Tn(2) = én(szl) n(2), n(2) Bn(szl) n(2), (8)
gdzie R ) ) )
Bu(kz™') =14 kby(n)z7" + k?ba(n)2™2 + -+ - + k%by(n) 2%, (9)

Rolg statej k jest zapewnienie stabilnosci filtru. W wersji algorytmu zaimplementowanej
w pakiecie AFRICA wartos¢ tej statej jest dobierana automatycznie.

Wystepujacy wczesniej parametr A, jest pewnym parametrem wagowym nazywanym
rowniez wyktadniczym wspotezynnikiem zapominania. Czesto przyjmuje sie, ze A, = const.
W wersji algorytmu badanej w ¢wiczeniu przyjeto jednak, ze A, = (1 — 8)A\,—1 + (3, gdzie
Ao = 0,95, (3 za$ jest stala dodatnia o matej wartosci (5 < 1), ktéra ma jednakze istotny
wplyw na szybkos¢ zbieznosci algorytmu.

3.3 Analiza widmowa oparta na modelowaniu autoregresyjnym

Proces autoregresyjny AR jest szczegdlnym przypadkiem procesu ARMA rozwazanego
w punkcie 3.1. Losowy dyskretny proces autoregresji opisany jest nastepujacym roéwnaniem:

X(n) = iaiX(n — i)+ W(n). (10)

Podobnie jak dla procesu ARMA, proces AR otrzymywany jest na wyjsciu filtru liniowego
o transmitancji H(z) pobudzanego szumem W (n) z ta réznica, ze tym razem transmitancja

ta ma postac:
1 1

A(2) T l-ar o ap,z7P’

H(z) = (11)

Zgodnie z wtasciwosciami transmisyjnymi uktadow liniowych widmowa gestos¢ mocy syg-
natu na wyjsciu filtru, a wiec procesu autoregresyjnego jest dana zaleznoscia:

. 1
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Oczywiscie podang zalezno$¢ widmowa mozna bez trudu uogdlni¢ na przypadek procesu
ARMA. Wowczas otrzymujemy

Sxx (@) = o A L (13)

Przedstawione zaleznosci widmowe stanowig podstawe analizowanych w ¢wiczeniu nowo-
czesnych metod estymacji widma opartych na modelowaniu proceséw losowych. Zgodnie
z zaleznosciami (12) i (13), znajac parametry modelu, mozemy bez trudu wyznaczy¢ wid-
mowg gesto$¢ mocy obserwowanego procesu. Oczywiscie w praktyce parametry modelu nie
sg znane i nalezy je estymowaé na podstawie probek pojedynczej realizacji obserwowanego
sygnatu losowego.

W tym miejscu nalezy podkresli¢, ze w poréownaniu z klasycznymi metodami esty-
macji widma takimi jak metoda periodograméw, metody oparte na modelowaniu sygnatow
charakteryzuja sie znacznie lepsza rozdzielczoscia, a takze lepszymi wtasciwosciami staty-
stycznymi estymatora, takimi jak obciazenie czy wariancja. Cena jaka trzeba zaptaci¢ za
taka poprawe to znaczne zwickszenie ztozonosci obliczeniowej algorytmow estymacji widma
mocy.

4. BADANIA EKSPERYMENTALNE
4.1 Badanie algorytmoéw estymacji parametréw procesu ARMA

Wygenerowaé 500 probek sygnalu ARMA(2, 2) o wspélezynnikach b = [1 -1,7150
0,9810]" oraz a = [1 -0,9500 0,9025]7, wykorzystujac do tego celu nastepujaca sekwen-
cje instrukeji:

rand(’normal’) ;
x = rand(1,500);
y = filter(b,a,x);

1. Wyestymowa¢ widmo sygnatu za pomoca blokowego algorytmu Kay’a BLK i po-
rownac je na jednym wykresie logarytmicznym z charakterystyka amplitudows filtru
modelujacego. Skorzysta¢ z funkeji freqz. Skomentowaé¢ wyniki.

2. Wybieli¢ sygnal za pomoca estymowanego i idealnego filtru odwrotnego. Poréwnaé
i skomentowa¢ wyniki na podstawie oceny widma mocy i funkcji autokorelacji wy-
bielonych sygnatow.

3. Wygenerowany sygnal ARMA(2, 2) podda¢ filtracji za pomoca rekursywnego algo-
rytmu Friedlandera RML dla kilku wartosci statej 5 (5 = 0,3;0,1;0,05;0,01;0),
badajac jednocze$nie wpltyw tej statej na jakos¢ estymacji widma oraz doktadnosé
estymacji wspotczynnikow.

4. Porownaé jako$é¢ wybielania sygnatu dla trzech wybranych wartosci statej 3.

4.2 Estymacja widma zaszumionych sygnaléw sinusoidalnych

1. Wygenerowa¢ sygnat o dtugosci 500 probek bedacy suma dwoch sktadowych harmo-
nicznych o jednostkowych amplitudach oraz czestotliwosciach unormowanych 0,20
i 0,30 zaktoconych addytywnym szumem bialym. Wyestymowaé widmo takiego syg-
natu za pomoca algorytmu BLK, zaktadajac jednoczesnie, ze sygnal ten jest dobrze



modelowany procesem ARMA (4, 4). Zbadaé jako$¢ estymacji widma w zaleznosci od
wariancji szumu zaktocajacego.

2. Powtorzy¢ badania z punktu 1 zblizajac do siebie czestotliwosci unormowane skta-
dowych sinusoidalnych (przyjaé¢ wartosci 0,20 i 0,21).

4.3 Estymacja widma sygnalu zespolonego za pomocg modelowania AR

Ten punkt ¢wiczenia zostat zrealizowany w pakiecie AFRICA jako program demo 6.
Sygnal zespolony, ktérego widmo bedzie estymowane za pomoca réznych algorytméw AR
dostepnych w pakiecie AFRICA jest krotkim 64 punktowym ciggiem danych. Zawiera on
w swoim widmie dwie silne blisko siebie polozone sinusoidy zespolone o czestotliwosciach
unormowanych 0,20 i 0,21, a takze dwie stabsze o 20 dB sinusoidy o czestotliwosciach -0,15
i 0,10. Sygnal uzyteczny sktadajacy sie z tych czterech zespolonych sinusoid zaktécony jest
szumem kolorowym wystepujacym w pasmach czestotliwosci od -0,50 do -0,20 oraz od 0,20
do 0,50.

Widma beda estymowane kolejno za pomoca nastepujacych algorytméw: BLT, BLL,
GAT, GAL, LST. Rzad modelu AR ustalono na 15. Ogladajac kolejno estymowane wid-
ma poréwnac i skomentowaé rezultaty pod katem rozdzielenia dwéch bliskich sktadowych
sinusoidalnych, skutecznosci wychwycenia sktadowych o mniejszych amplitudach oraz obec-
nosci ewentualnych artefaktow.

4.4 Zastosowanie algorytmoéw rekursywnych do estymacji charakterystyk
procesu niestacjonarnego

Wygenerowa¢ 100 probek sygnatu sinusoidalnego o liniowo narastajacej czestotliwosci
unormowanej w zakresie od 0,16 do 0,32 zakl6canego szumem bialym o odchyleniu stan-
dardowym oy = 0,1 (program demonstracyjny demo 4).

1. Wyznaczy¢ widmo takiego sygnatu metoda FFT oraz blokowym algorytmem AR
wysokiego rzedu (np. 32). Skomentowaé wyniki.

2. Do estymacji widma zastosowaé rekursywny algorytm rzedu 4 (np. LST). Za pomoca
odpowiednich procedur wizualizacji wynikow dostepnych w pakiecie AFRICA zba-
da¢ mozliwosé sledzenia widma chwilowego sygnatu niestacjonarnego przez algorytm
rekursywny. Sformutowaé¢ wnioski ogélne.

4.5 Zastosowanie algorytmoéw rekursywnych do estymacji widma chwilowego
sygnalu EEG

Rekursywna estymacja widma chwilowego sygnaltu EEG zostata zaimplementowana ja-
ko program demonstracyjny pakietu AFRICA o nazwie demo 5. Sygnal EEG wykorzystany
w tym pokazowym programie jest fragmentem sygnatu rzeczywistego nagranego podczas
catonocnego badania pacjenta w szpitalu. Podobnie jak w poprzednim punkcie jest to
sygnal niestacjonarny. Analiza widmowa tego sygnatu stuzy do rozpoznawania faz snu,
a w szczegolnoscei tzw. wrzecion sennych, ktére stanowiag istotng informacje diagnostyczna
dla lekarzy. Szczegoly dotyczace analizowanego przebiegu EEG podane zostana jako ko-
mentarze w trakcie kolejnych krokéw wykonywania sie programu demo 5.



4.6 Zastosowanie algorytmoéw AR do estymacji widma proceséow ARMA

Wygenerowaé sygnal ARMA(2, 2) o dowolnych (ale sensownych) wymyslonych przez
¢wiczacych parametrach. Dokonaé estymacji widma tego sygnatu za pomocag kilku wybra-
nych algorytmow AR. Zbada¢ wplyw rzedu algorytmu AR na jako$é¢ estymaciji.
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