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Algorytm

Przepis post¦powania prowadz¡cy
do rozwi¡zania danego zadania,
okre±laj¡cy sekwencj¦ czynno±ci

elementarnych, które nale»y w tym
celu wykona¢

s ?= 0

Result := p
Stop

taknie

r := p mod s

p := s

s := r

Start
p > 0, s >= 0, p >= s

Gra�czna reprezentacja algorytmu znajdowania
najwi¦kszego wspólnego dzielnika dwóch liczb.
Algorytm ten zostaª zde�niowany
przez Euklidesa w IV w. p.n.e.
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Cechy poprawnego algorytmu

Istnieje sko«czony ci¡g jednoznacznych symboli, którymi mo»na go wyrazi¢.

Mo»e by¢ przedstawiony w ró»nych postaciach (posta¢ gra�czna, j¦zyk naturalny �
mówiony czy pisany, pseudokod, j¦zyk programowania, kod maszynowy, itd.).

Jest realizowalny (mo»na go wykona¢ w dowolny sposób bez i/lub z u»yciem
jakiego± aparatu abstrakcyjnego, narz¦dzia mechanicznego czy elektronicznego).

Mo»e by¢ wykonywany wielokrotnie i dla ró»nych danych.

Jest poprawny semantycznie, tzn. dla ka»dych poprawnych danych wej±ciowych
b¦dzie znaleziony wynik i dziaªanie algorytmu si¦ zako«czy (tzw. wªasno±¢ stopu).

Jest kompletny, tzn. uwzgl¦dnia wszystkie mo»liwe przypadki, które mog¡ wyst¡pi¢
w trakcie jego realizacji.

Jest jednoznaczny, tzn. dla tych samych danych wej±ciowych musi dawa¢ zawsze
ten sam wynik.
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Algorytm Euklidesa

J¦zyk �ludzki�:
We¹ dwie liczby. Je»eli druga jest równa zero, rozwi¡zaniem jest liczba pierwsza.
Je»eli nie jest równa zero, oblicz reszt¦ z dzielenia pierwszej liczby przez drug¡.
Druga liczba staje si¦ pierwsz¡ liczb¡, reszta z dzielenia staje si¦ drug¡ liczb¡.
Przejd¹ do porównania drugiej liczby z zerem.

Pyton:
def nwd(p, s):
while s:
p, s = s, p%s

return p

C, C++, C#, Java:
int nwd(int p, int s){
return s ? nwd(s,p%s) : p;

}
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Algorytm numeryczny

Algorytm numeryczny to metoda rozwi¡zywania problemów matematycznych za
pomoc¡ operacji na liczbach.

Zazwyczaj uzyskujemy tylko wyniki przybli»one.

Dokªadno±¢ oblicze« mo»e by¢ z góry okre±lona i mo»na j¡ dobra¢ w zale»no±ci od
potrzeb.

Zazwyczaj generuje pewien ci¡g liczb, którego kolejne wyrazy s¡ coraz bli»sze
dokªadnego rozwi¡zania.

Najcz¦±ciej ma posta¢ iteracyjn¡, tzn. polegaj¡ na wielokrotnym wykonywaniu tego
samego zestawu operacji.

Zazwyczaj ma prost¡ posta¢, cho¢ cz¦sto stoi za nim zaawansowana matematyka.

Obliczenia za jego pomoc¡ najcz¦±ciej wykonuj¡ komputery.
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Algorytm nienumeryczny

Algorytm nienumeryczny operuje na obiektach nieliczbowych (np. ksi¡»ki, strony w
ksi¡»ce, wyrazy w tek±cie, litery w tek±cie itd., itp.).
Ale:

Obiekty te mog¡ by¢ jednak reprezentowane przez liczby (np. numery stron).

Zastosowane w algorytmie operacje mog¡ by¢ (i najcz¦±ciej s¡) operacjami
matematycznymi (np. przekr¦cenie kartki w ksi¡»ce => dodanie 1 do numeru
aktualniej strony).
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Zªo»ono±¢ algorytmu

Zªo»ono±¢ obliczeniowa

Funkcja zale»no±ci liczby operacji potrzebnych do uzyskania wyniku od rozmiaru danych
wej±ciowych

Zªo»ono±¢ czasowa

Funkcja zale»no±ci czasu potrzebnego do uzyskania wyniku od rozmiaru danych
wej±ciowych

Zªo»ono±¢ pami¦ciowa

Funkcja zale»no±ci wielko±ci pami¦ci potrzebnej do przeprowadzenia algorytmu od
rozmiaru danych wej±ciowych

����������������������������

Zªo»ono±¢ algorytmu okre±la si¦ stosuj¡c notacj¦ asymptotyczn¡.
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Notacja asymptotyczna � mniejszo±¢

Funkcja f (n) jest jest asymptotycznie mniejsza od funkcji g(n), je»eli dla ka»dego
rzeczywistego C > 0 istnieje takie m (naturalne), »e dla ka»dego n > m zachodzi
f (n) < C · g(n).

Zbiór wszystkich funkcji asymptotycznie mniejszych od g(n) oznaczamy przez o(g(n)).

Mówimy, »e f (n) jest ni»szego rz¦du g(n), co oznaczamy: f (n) = o(g(n))

nm

Cg(n)

f(n)

Twierdzenie o granicach: f (n) = o(g(n))⇔ limx→∞
f (n)
g(n) = 0
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Notacja asymptotyczna � wi¦kszo±¢

Funkcja f (n) jest jest asymptotycznie wi¦ksza od funkcji g(n), je»eli dla ka»dego
rzeczywistego C > 0 istnieje takie m (naturalne), »e dla ka»dego n > m zachodzi
C · g(n) < f (n).

Zbiór wszystkich funkcji asymptotycznie wi¦kszych od g(n) oznaczamy przez ω(g(n)).

Mówimy, »e f (n) jest wy»szego rz¦du ni» g(n), co oznaczamy: f (n) = ω(g(n))

nm

Cg(n)

f(n)

Twierdzenie o granicach: f (n) = ω(g(n))⇔ limx→∞
f (n)
g(n) =∞

Marcin B¡czyk Paradygmaty Programowania - wykªad 2



Notacja asymptotyczna � dokªadno±¢ (podobie«stwo)

Funkcja f (n) jest jest asymptotycznie dokªadna z funkcj¡ g(n), je»eli istniej¡ takie
rzeczywiste C1,C2 > 0 i takie m (naturalne), »e dla ka»dego n > m zachodzi
C1 · g(n) ≤ f (n) ≤ C2 · g(n).

Zbiór wszystkich funkcji asymptotycznie dokªadnych z g(n) oznaczamy przez Θ(g(n)).

Mówimy, »e f (n) jest tego samego rz¦du co g(n), oznaczamy to jako f (n) = Θ(g(n))

nm

C2g(n)

f(n)

C1g(n)

Twierdzenie o granicach: f (n) = Θ(g(n))⇔ limx→∞
f (n)
g(n) = G > 0
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Notacja asymptotyczna

Zmieniaj¡c w de�nicjach na mniejszo±¢ i wi¦kszo±¢ wyra»enie �dla ka»dego C > 0� na
�istnieje takie C > 0� oraz zast¦puj¡c nierówno±ci ostre nierówno±ciami nieostrymi
otrzymamy de�nicje na asymptotyczn¡ niewi¦kszo±¢ i asymptotyczn¡ niemniejszo±¢
z oznaczeniami odpowiednio O(g(n)), Ω(g(n)) .

����������������������������

W przypadku zªo»ono±ci algorytmów najbardziej interesuje nas rz¡d
funkcji opisuj¡cej t¦ zªo»ono±¢. Jest podstawowym wyznacznikiem

jako±ci tego algorytmu.
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Wyznaczanie zªo»ono±ci algorytmu � przykªad

Niech pewien algorytm polega na wykonaniu oblicze« w dwóch p¦tlach (jedna zawiera
si¦ w drugiej), z których zewn¦trzna wykonywana jest n razy, a wewn¦trzna lg n razy.

f (n) = a3 + n (a2 + a1 lg n)︸︷︷︸
wew︸ ︷︷ ︸

zew

= a3 + a2n + a1n lg n

����������������������������

Dla g(n) = n limx→∞
f (n)
g(n) = limx→∞(a3n + a2 + a1 lg n) =∞

Dla g(n) = n2 limx→∞
f (n)
g(n) = limx→∞( a3

n2
+ a2

n + a1 lg n
n ) = 0

Dla g(n) = n lg n limx→∞
f (n)
g(n) = limx→∞( a3

n lg n + a2
lg n + a1) = a1

����������������������������

Czyli: f (n) = ω(n); f (n) = o(n2); f (n) = Θ(n lg n)
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Obliczanie zªo»ono±ci � wnioski

1 Zªo»ono±¢ okre±lana jest przez najbardziej znacz¡cy czªon funkcji i nie zale»y od
rodzaju mniej znacz¡cych czªonów.

n3 + n2 + n oraz n3 − log n s¡ rz¦du Θ(n3)

2 Wszelkie staªe i wspóªczynniki nie maj¡ znaczenia dla okre±lenia rz¦du zªo»ono±ci.

5n2 + n − 1 oraz 2n2 + 57n − 244 s¡ rz¦du Θ(n2)

Nie wyklucza to jednak stwierdzenia, »e algorytm o zªo»ono±ci 5n2 + n − 1 jest
mniej sprawny od algorytmu o zªo»ono±ci 2n2 + 57n − 244 (na co wskazuj¡
warto±ci przy najbardziej znacz¡cym czªonie).
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Zªo»ono±¢ obliczeniowa algorytmu

Ma charakter teoretyczny � dla danego algorytmu mo»na j¡ matematycznie obliczy¢
b¡d¹ oszacowa¢, udowodni¢ jej formalne wªa±ciwo±ci itp.

����������������������������

Uwaga: Poj¦cie operacji, które wyst¦puje w de�nicji zªo»ono±ci obliczeniowej, nie jest
poj¦ciem jednozanacznym. W zale»no±ci od algorytmu mo»e to by¢ operacja
elementarna (np. mno»enie), nieco bardziej zªo»ona (np. przestawienie danych w
komórkach pami¦ci z u»yciem bufora), a nawet bardzo skomplikowana (implementacja
caªego innego algorytmu, traktowanego jako pomocniczy).
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Zªo»ono±¢ czasowa algorytmu

Ma charakter praktyczny (empiryczny), zwi¡zany z implementacj¡ � zwykle zªo»ono±¢
t¦ wyznacza si¦ do±wiadczalnie.

Nie wszystkie operacje wykonywane w trakcie dziaªania algorytmu s¡ istotne dla
zªo»ono±ci czasowej. Czas dziaªania algorytmu zale»y przede wszystkim od tzw.
operacji dominuj¡cych.

Ró»ne operacje mog¡ by¢ dominuj¡ce dla tego samego algorytmu. Mo»e to zale»e¢
od:

sposobu implementacji,

u»ytego sprz¦tu.
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Zªo»ono±¢ czasowa algorytmu

Przykªad (do±¢ skrajny, ale jednak teoretycznie mo»liwy przypadek): Niech w pewnym
algorytmie wystpuje wielokrotne w ka»dej operacji pobieranie liczb z pami¦ci
zewn¦trznej (ze zªo»ono±ci¡ obliczeniow¡ n3) w celu ich pomno»ena (n2), a nast¦pnie
zapisywanie wyniku.

Implementacja A algorytmu korzysta tylko z pami¦ci zewn¦trznej o wolnym
dost¦pie.

Implementacja B algorytmu umo»liwia przechowywanie pobranej liczby w pami¦ci
podr¦cznej o szybkim dost¦pie (nie trzeba liczby pobiera drugi raz z pami¦ci
zewn¦trznej).

Mamy do dyspozycji dwa komputery:
K1, w którym czas dost¦pu do pami¦ci zewn¦trznej jest pomijalnie maªy

w porównaniu z czasem mno»enia,

K2 z relacj¡ odwrotn¡.

Jak¡ b¦dzie zªo»ono±¢ czasowa ró»nych wersji algorytmów uruchamianych na ró»nych
komputerach?
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Zªo»ono±¢ algorytmu

Zªo»ono±¢ bardzo du»ej liczby algorytmów zale»y od kon�guracji
danych wej±ciowych

Na przykªad algorytm sªu»¡cy do wyszukiwania konkretnego elementu w tablicy
(przegl¡d bezpo±redni tablicy):

je»eli element ten jest na pierwszym miejscu: Θ(1),

je»eli element ten jest na ostatnim miejscu: Θ(n),

w pozostaªych przypadkach (statystycznie): Θ(n
2

).

Mo»na mówi¢ zatem o:

zªo»ono±ci optymistycznej (czyli dla najlepszego przypadku),

zªo»ono±ci pesymistycznej (czyli dla najgorszego przypadku),

zªo»ono±ci oczekiwanej (typowej, prawdopodobnej).

Marcin B¡czyk Paradygmaty Programowania - wykªad 2



Klasy zªo»ono±ci

Rz¡d funkcji de�niuj¡cej zªo»ono±¢ obliczeniow¡ algorytmu decyduje
o przynale»no±ci tego algorytmu do jakiej± klasy zªo»ono±ci

1 Algorytm o zªo»ono±ci f (n) = Θ(g(n)) nale»y do klasy zªo»ono±ci g(n)

2 Klasa g1(n) jest ni»sza od klasy g2(n), je»eli g1(n) = o(g2(n))

3 Sprawno±¢ dwóch algorytmów nale»¡cych do tej samej klasy porówna¢ mo»na na
podstawie relacji ich wspóªczynników C w ich zale»no±ciach Θ(Cg(n))
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Klasy zªo»ono±ci

k staªa1

lg n logarytmiczna Grupa
n liniowa algorytmów
n lg n liniowo-logarytmiczna wielomianowych
nk wielomianowa

nlg n podwykªadnicza Grupa
kn wykªadnicza algorytmów
n! silniowa ponadwielomianowych
nn nadwykªadnicza (wykªadniczych)

∞ nierozwi¡zywalne2

1W praktyce nie ma �normalnych� algorytmów nale»¡cych do tej klasy. Dotyczy ona elementarnych
przypadków � algorytmów skªadaj¡cych si¦ z jednej prostej (nawet je±li skªada si¦ z kilku czynno±ci)
operacji (np. algorytm pªacenia bezgotówkowego: wyjmij kart¦, zbli» do terminala, wstukaj pin).
Wykorzystuje si¦ t¦ klas¦ tak»e przy okre±laniu �najlepszego przypadku�.

2Klasa ta nie jest klas¡ zªo»ono±ci algorytmów sensu stricte � oznacza, »e nie istnieje algorytm
rozwi¡zuj¡cy dane zadanie.
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Klasy zªo»ono±ci � ciekawostka

Znanych jest wiele zagadnie« nierozwi¡zywalnych (problemów nierozstrzygalnych) �
gªównie z obszaru �wy»szej� matematyki i logiki.

Dla nas najciekawszym takim zagadnieniem jest tzw. problem wery�kacji wªasno±ci
stopu. Udowodniono matematycznie, »e nie istnieje ogólny algorytm pozwalaj¡cy
stwierdzi¢, czy dowolny algorytm na pewno w ka»dym przypadku znajdzie rozwi¡zanie
i zatrzyma si¦ (czyli czy algorytm ten ma wªasno±¢ stopu).

Inaczej mówi¡c: nie b¦dziemy w stanie odpowiedzie¢ na pytanie, czy dany program
komputerowy nigdy nie wpadnie w wykonywanie niesko«czonej p¦tli.
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Klasy zªo»ono±ci � przykªad

Zaªó»my, »e mamy cztery algorytmy, które rozwi¡zanie swoich zada« o rozmiarze
danych wej±ciowych = 1 pozwalaj¡ uzyska¢ w ci¡gu 1 sekundy. Ile trzeba czasu na
rozwi¡zanie zada« o rozmiarze 10 i 100?

Θ 1 10 100

n 1 sek ? ?

n lg n 1 sek ? ?

n2 1 sek ? ?

2n 1 sek ? ?
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Klasy zªo»ono±ci � przykªad

Zaªó»my, »e mamy cztery algorytmy, które rozwi¡zanie swoich zada« o rozmiarze
danych wej±ciowych = 1 pozwalaj¡ uzyska¢ w ci¡gu 1 sekundy. Ile trzeba czasu na
rozwi¡zanie zada« o rozmiarze 10 i 100?

Θ 1 10 100

n 1 sek 10 sek ?

n lg n 1 sek ok. 10 sek ?

n2 1 sek 1,6 min ?

2n 1 sek 8,5 min ?
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Klasy zªo»ono±ci � przykªad

Zaªó»my, »e mamy cztery algorytmy, które rozwi¡zanie swoich zada« o rozmiarze
danych wej±ciowych = 1 pozwalaj¡ uzyska¢ w ci¡gu 1 sekundy. Ile trzeba czasu na
rozwi¡zanie zada« o rozmiarze 10 i 100?

Θ 1 10 100

n 1 sek 10 sek 1,6 min

n lg n 1 sek ok. 10 sek 3,3 min

n2 1 sek 1,6 min 2,7 godz

2n 1 sek 8,5 min ?
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Klasy zªo»ono±ci � przykªad

Zaªó»my, »e mamy cztery algorytmy, które rozwi¡zanie swoich zada« o rozmiarze
danych wej±ciowych = 1 pozwalaj¡ uzyska¢ w ci¡gu 1 sekundy. Ile trzeba czasu na
rozwi¡zanie zada« o rozmiarze 10 i 100?

Θ 1 10 100

n 1 sek 10 sek 1,6 min

n lg n 1 sek ok. 10 sek 3,3 min

n2 1 sek 1,6 min 2,7 godz.

2n 1 sek 8,5 min 2, 06 · 1022 lat

Czyli algorytmy ponadwielomianowe maj¡ praktyczne znaczenie
wyª¡cznie dla maªych rozmiarów danych wej±ciowych! Dla

du»ych rozmiarów s¡ bezu»yteczne!
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Zªo»ono±¢ algorytmu numerycznego?

Algorytmy znajdowania miejsca zerowego funkcji

1

2

3

4

5

Metoda połowienia Metoda stycznych

123

Co tu jest rozmiarem zadania?
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Zªo»ono±¢ algorytmu numerycznego?

Algorytmy znajdowania miejsca zerowego funkcji

1

2

3

4

5

Metoda połowienia Metoda stycznych

123

Mausimy tu porównywa¢ inne wªasno±ci algorytmów, a nie ich zªo»ono±ci obliczeniowe
(bo takich nie ma).
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Porównanie algorytmów numerycznych

Metoda poªowienia wymaga wst¦pnego zlokalizowania �ujemnego� i �dodatniego�
punktu startowego, czyli zastosowania na pocz¡tku dodatkowego algorytmu.

Obie metody s¡ zbie»ne, ale metoda stycznych szybciej zbiega do rozwi¡zania, ni»
metoda poªowienia.

Ale zbie»no±¢ metod nie jest dana �raz na zawsze�, bo zale»y od rodzaju funkcji �
metoda stycznych mo»e by¢ rozbie»na, je»eli mi¦dzy punktem startowym
a miejscem zerowym znajduje si¦ punkt przegi¦cia.

W metodzie stycznych relacja uzyskanego rozwi¡zania rzeczywistego miejsca
zerowego (wi¦ksze � mniejsze) okre±lona jest przez punkt startowy, wi¦c jest
znana. Przy metodzie poªowienia relacja ta jest nieznana � mo»e by¢ albo wi¦ksze,
albo mniejsze.

Kolejne pole do porówna« zachowania si¦ metod uzyskaliby±my dodaj¡c zaªo»enie, »e
miejsc zerowych jest wi¦cej, »e s¡ ekstrema, nieci¡gªo±ci itd.
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Zªo»ono±¢ algorytmu numerycznego?

Algorytmy rozwi¡zywania ukªadu równa« metod¡ eliminacji Gaussa
(czyli tzw. dodawanie stronami)

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2
. . . . . . . . . . . . . . .
an1x1 + an2x2 + . . . + annxn = bn

Tu nie ma problemu z dokªadnym wyznaczeniem liczby dodawa«/odejmowa«, mno»e«
i dziele« potrzebnych do otrzymania rozwi¡zania dla n niewiadomych. Zatem zªo»ono±¢
obliczeniowa tego algorytmu to Θ(n3). Nie ma te» problemu przy wyznaczeniu rozmiaru
potrzebnej pami¦ci. Zªo»ono±¢ pami¦ciowa wynosi Θ(n2).

Marcin B¡czyk Paradygmaty Programowania - wykªad 2



Problem obliczeniowy

Formalnie: problem obliczeniowy reprezentowany jest przez zbiór
egzemplarzy danych wej±ciowych, zbiór egzemplarzy rozwi¡za« oraz
zbiór relacji przeksztaªcaj¡cych pierwszy z tych zbiórów w drugi

E = (e1, e2, e3, ...)
Q(E,S)−→ S = (s1, s2, s3, ...)

Zbiór relacji to zbiór procedur dziaªaj¡cych z u»yciem jakich± algorytmów. Problem
obliczeniowy nazywany jest wi¦c tak»e problemem algorytmicznym.
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Rozwi¡zanie problemu obliczeniowego

Uwaga: znaczenie sªowa �rozwi¡zanie� jest tu nieco inne ni» potoczne znaczenie tego
sªowa!

Rozwi¡zanie problemu obliczeniowego to ka»dy taki zestaw danych
wyj±ciowych (ich warto±ci, kon�guracji, wzajemnych relacji itp.),

który nie jest sprzeczny z zaªo»eniami i wymaganiami
sformuªowanymi w specy�kacji tego problemu

Problemy mog¡ mie¢ wiele rozwi¡za« albo nie mie¢ »adnego!
Ró»ne wersje tego samego problemu (np. ró»nice w sformuªowaniu) mog¡ mie¢ inny
zbiór rozwi¡za«.
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Liczno±¢ znbioru rozwi¡za« � przykªady

Problem sortowania zbioru unikatowych liczb naturalnych ma jedno rozwi¡zanie.
2,5,6,7,3,1 => 1,2,3,5,6,7

Problem sortowania zbioru liczb naturalnych, w którym dwie liczby mog¡ si¦
powtórzy¢, ma dwa rozwi¡zania.
2,5,6a,7,6b,3,1 => 1,2,3,5,6a,6b,7 1,2,3,5,6b,6a,7

Problem podziaªu zbioru n-elementowego na dwa podzbiory
o liczno±ciach k i n − k .
Liczno±¢ zbioru rozwi¡za« jest równa

(n
k
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10 możliwych rozwiązań
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Jako±¢ rozwi¡zania

Czy wszystkie rozwi¡zania s¡ jednakowo �dobre�?

Na tak postawione pytanie mo»na odpowiedzie¢ tylko wtedy, gdy w sformuªowaniu
problemu zde�niowane jest jakie± kryterium, wedªug którego rozwi¡zania mog¡ by¢
porównane.

Przykªad. Problem podziaªu zbioru: dane s¡ liczba k oraz n-elementowy zbiór, w którym
relacje mi¦dzy ka»d¡ par¡ elementów maj¡ jak¡± wag¦. Jako±ci¡ podziaªu na dwa
podzbiory o liczno±ciach k i n − k jest suma wag relacji mi¦dzy elementami nale»¡cymi
do ró»nych podzbiorów.
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Funkcja celu

Funkcja celu

Funkcja zale»no±ci jako±ci rozwi¡zania problemu od uzyskanych danych wyj±ciowych
nosi nazw¦ funkcji celu.

Zwykle naszym celem jest uzyskanie jak najlepszego rozwi¡zania.

Funkcja celu � de�nicja matematyczna

Funkcja celu to taka funkcja, której ekstremum si¦ poszukuje.
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Zªo»ono±¢ problemu obliczeniowego

Zªo»ono±¢ obliczeniowa najlepszego (najbardziej sprawnego
obliczeniowo) algorytmu rozwi¡zuj¡cego ten problem dla
najgorszego przypadku ze zbioru danych wej±ciowych

Istniej¡ problemy, dla ktrórych w sposób teoretyczny mo»na wyznaczy¢ ich
zªo»ono±¢

ale mo»emy nie zna¢ algorytmu maj¡cego tak¡ tak¡ zªo»ono±¢.

Istniej¡ problemy, dla których nie potra�my teoretycznie wyznaczy¢ ich zªo»ono±ci

wtedy za �robocz¡� zªo»ono±¢ problemu uznajemy zªo»ono±¢ najsprawniejszego

znanego algorytmu.

Uwaga: Dla ka»dego istniej¡cego problemu znamy natomiast najmniej sprawny

algorytm � tzw. algorytm siªowy (�brute force�) polegaj¡cy na przejrzeniu wszystkich

mo»liwych rozwi¡za« i wybraniu najlepszego.
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Klasy zªo»ono±ci problemów

Klasy zªo»ono±ci problemów:

k staªa

lg n logarytmiczna Grupa
n liniowa problemów
n lg n liniowo-logarytmiczna wielomianowych

nk wielomianowa

nlg n podwykªadnicza Grupa
kn wykªadnicza problemów
n! silniowa ponadwielomianowych
nn nadwykªadnicza (wykªadniczych)

∞ nierozwi¡zywalne

Konsekwencje przynale»no±ci problemu do jakiej± klasy:

Problemy wielomianowe: najlepsze rozwi¡zanie da si¦ znale¹¢ w rozs¡dnym czasie.

Problemy ponadwielomianowe: znalezienie najlepszego rozwi¡zania jest
praktycznie niemo»liwe!
Trzeba stosowa¢ algorytmy heurystyczne, czyli takie, które nie daj¡ gwarancji
znalezienia najlepszego rozwi¡zania, umo»liwiaj¡ jednak znalezienie rozwi¡zania
do±¢ dobrego w rozs¡dnym czasie.
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Rodzaje problemów obliczeniowych

Problemy dzieli si¦ ze wzgl¦du na rodzaj otrzymanego rozwi¡zania (na rodzaj pytania,
na jakie to rozwi¡zanie odpowiada).
Rodzaje podstawowe (ogólne, teoretyczne):

Problemy optymalizacyjne.

Problemy decyzyjne.

Rodzaje nieco bardziej �szczegóªowe�:

Problemy porz¡dkowania (porz¡dkowanie danych wedªug jakiego± kryterium).

Problemy segregowania (rozdziaª danych wedªug jakiego± kryterium).

Problemy przeszukiwania (znalezienie danych speªniaj¡cych jakie± kryterium) .

Problemy funkcyjne (znalezienie warto±ci jakiej± zale»no±ci � niekoniecznie funkcji).

itp.

Marcin B¡czyk Paradygmaty Programowania - wykªad 2



Problem optymalizacyjny

To taki problem obliczeniowy, dla którego zde�niowana jest funkcja
celu, a rozwi¡zanie polega na znalezieniu ekstremum tej funkcji

W problemie optymalizacyjnym nale»y odpowiedzie¢ na pytanie Jaki jest?

Przykªad. Dane s¡: liczba k oraz n-elementowy zbiór, w którym relacje mi¦dzy ka»d¡
par¡ elementów maj¡ jak¡± wag¦. Dla jakiego podziaªu na dwa podzbiory o liczno±ciach
k i n − k suma wag relacji mi¦dzy elementami nale»¡cymi do ró»nych podzbiorów jest
najmniejsza?
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Problem decyzyjny

To taki problem algorytmiczny, w którym rozwi¡zanie mo»e przyj¡¢
warto±ci 0 lub 1 (nie lub tak)

W problemie optymalizacyjnym nale»y odpowiedzie¢ na pytanie Czy istnieje?

Uwaga: Ka»dy problem mo»na sformuªowa¢ tak, by byª to problem decyzyjny. Odwrotna
relacja nie musi by¢ prawdziwa.

Przykªad. Dane s¡: liczba k , pewna warto±¢ w oraz n-elementowy zbiór, w którym
relacje mi¦dzy ka»d¡ par¡ elementów maj¡ jak¡± wag¦. Czy istnieje taki podziaª na dwa
podzbiory o liczno±ciach k i n − k , dla którego suma wag relacji mi¦dzy elementami
nale»¡cymi do ró»nych podzbiorów jest mniejsza od w?
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Problem decyzyjny � analiza matematyczna

Problemy decyzyjne s¡ niejako najbardziej ogólne. Zatem rozwa»ania teoretyczne
dotycz¡ce zªo»ono±ci problemów obliczeniowych prowadzi si¦ przede wszystkim wªa±nie
dla problemów zde�niowanych wªa±nie w sposób decyzyjny. Wyniki tych rozwa»a«
mo»na w wi¦kszo±ci przypadków przenosi¢ na ocen¦ zªo»ono±ci problemów
zde�niowanych niedecyzyjnie.
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Maszyna Turinga

Podstawy matematyczne analizy algorytmów i problemów obliczeniowych:

Maszyna Turinga � abstrakcyjny model matematyczny maszyny
sªu»¡cej do wykonywania algorytmów

Marcin B¡czyk Paradygmaty Programowania - wykªad 2



Maszyna Turinga - de�nicja podstawowa

g d a c b a e d c a a e d... ...

stan

sterowanie

Na podstawie bie»¡cego stanu i symbolu znajduj¡cego si¦ pod gªowic¡ ukªad steruj¡cy
podejmuje decyzje o:

zmianie zawarto±ci komórki ta±my znajduj¡cej si¦ pod gªowic¡,

przesuni¦ciu gªowicy w lewo lub w prawo,

zmianie stanu mechanizmu steruj¡cego.
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Maszyna Turinga

deterministyczna maszyna Turinga � algorytmy deterministyczne: w ka»dym kroku
podejmowane s¡ jednoznacznie okre±lone decyzje zdeterminowane przez konkretne
kryteria, ale nie ma pewno±ci czy decyzja ta da w ostatecznym rozrachunku dobry
rezultat,

niedeterministyczna maszyna Turinga � algorytmy niedeterministyczne: w ka»dym
kroku podejmowana jest decyzja jak dalej post¦powa¢, ale decyzja ta jest zawsze
sªuszna.

Model maszyny niedeterministycznej jest w pewnym sensie wielowymiarowy � do tego
stopnia, »e gªowica mo»e si¦ przesuwa¢ niejako w wielu kierunkach jednocze±nie.
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Maszyna Turinga � implementacja

Wspóªczesny komputer jest implementacj¡ deterministycznej maszyny Turinga.

Natomiast:

Niedeterministyczna maszyna Turinga �zycznie nie istnieje. Taki komputer
musiaªby bowiem umie¢ bezbª¦dnie zgadywa¢ poprawn¡ odpowied¹ na ka»de
zadane pytanie.
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Klasy problemów decyzyjnych

1 Klasa P � problemy, które mo»na rozwi¡za¢ stosuj¡c deterministyczny algorytm
o zªo»ono±ci co najwy»ej wielomianowej (w skrócie mówi si¦: algorytm
wielomianowy). Nazwa klasy pochodzi si¦ od sªowa Polynomial.

2 Klasa NP � problemy, które mo»na rozwi¡za¢ stosuj¡c niedeterministyczny
algorytm o zªo»ono±ci co najwy»ej wielomianowej. Nazwa klasy pochodzi si¦ od
sªów Nondeterministic Polynomial.

P zawiera si¦ w NP, ale istnieje ogromna liczba problemów NP, dla których nie znamy
deterministycznych algorytmów wielomianowych (mówi si¦, »e te problemy s¡
trudniejsze od problemów P).

Jeden z problemów milenijnych: czy P = NP?

Gdyby tak byªo � trudno±¢ wszystkich problemów byªyby taka sama!
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Problemy NP

Poniewa» w praktyce nie dysponujemy komputerami niedeterministycznymi, by na
komputerach deterministycznych móc znale¹¢ rozwi¡zanie korzystamy z de�nicji
praktycznej:

Klasa NP � de�nicja praktyczna

Zaªó»my, »e dany jest problem i jakie± sugerowane rozwi¡zanie tego problemu
(pomi«my na razie sk¡d to rozwi¡zanie si¦ wzi¦ªo � mogli±my je zgadn¡¢ albo
wylosowa¢ z puli wszystkich rozwi¡za«). Problem nale»y do klasy NP, je»eli poprawno±¢
sugerowanego rozwi¡zania da si¦ zwery�kowa¢ algorytmem wielomianowym.

Inaczej mówi¡c: problem wielomianowo wery�kowalny jest problemem klasy NP.
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Równowa»no±¢ problemów

Dwa problemy decyzyjne s¡ równowa»ne, je»eli istnieje procedura,
która de�nicj¦ jednego problemu jednoznacznie przeksztaªci

w de�nicj¦ drugiego problemu. Procedura taka zwana jest redukcj¡
problemu

Konsekwencj¡ redukowalno±ci problemów jest równie» istnienie procedury
przeksztaªcaj¡cej rozwi¡zanie jednego problemu w rozwi¡zanie drugiego. Inaczej
mówi¡c: je»eli dwa problemy s¡ równowa»ne, to znaj¡c rozwi¡zanie pierwszego
problemu, mo»na na tej podstawie wydedukowa¢ rozwi¡zanie drugiego.
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NP-zupeªno±¢

Problem jest NP-zupeªny (NP-Complete, klasa NPC) je»eli nale»y do
klasy NP oraz istnieje wielomianowy algorytm redukuj¡cy go do

dowolnego innego problemu NP-zupeªnego

Konsekwencja: je»eli znamy rozwi¡zanie jakiego± problemu NP-zupeªnego, to jakim±
algorytmem wielomianowym mo»emy wyznaczy¢ rozwi¡zanie ka»dego innego problemu
NP-zupeªnego (kolokwialnie: je»eli znamy rozwi¡zanie pierwszego problemu, to znamy
równie» rozwi¡zanie problemu drugiego).

Uwa»a si¦, »e problemy NP-zupeªne s¡ jednymi z najtrudniejszych spo±ród problemów
nale»¡cych do klasy NP � obecnie nie znamy »adnych algorytmów wielomianowych
znajduj¡cych rozwi¡zanie jakiegokolwiek problemu NP-zupeªnego.
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NP-zupeªno±¢ przykªady

Znanych jest nieco ponad 1000 problemów NP-zupeªnych.
Mi¦dzy innymi:

problem znajdowania cyklu Hamiltona w gra�e,

problem znajdowania pokrycia wierzchoªkowego grafu,

problem komiwoja»era,

problem plecakowy (problem zªodzieja),

gra Saper,

gra Tetris,

gra Sudoku,

problem rezerwacji koi (zwany te» problemem harmonogramowania cumowania).

problem podziaªu zbioru z wagami relacji mi¦dzy elementami (�nasz� przykªad
wykladowy).

Uwaga: powy»sze przykªadowe problemy musz¡ by¢ sformuªowane w sposób decyzyjny
(niektóre z nich sformuªowane niedecyzyjnie mog¡ nie nale»e¢ do klasy NP-zupeªnych).
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NP-trudno±¢ � de�nicja praktyczna

Problem jest NP-trudny (NP-Hard, klasa NPH) je»eli nie istnieje
»aden ograniczony wielomianowo algorytm wery�kacji rozwi¡zania
tego problemu, ale daje si¦ w niego przeksztaªci¢ dowolny problem

z klasy NP1

Zauwa»my, »e dla problemu NP-trudnego problem wery�kacji rozwi¡zania mo»e by¢
problemem NP-zupeªnym. Zatem problem NP-trudny mo»e by¢ jeszcze bardziej trudny,
ni» ka»dy z problemów klasy NP.
1 Prawidªowo ta de�nicja powinna brzmie¢: "...mo»e nie istnie¢ »aden wielomianowy algorytm...". Z formalnej de�nicji klasy problemów
NP-Trudnych (której tu nie przytaczamy, bo wymaga u»ycia bardzo rozwini¦tego aparatu matematycznego) wynika, »e wszystkie
problemy NP-zupeªne (i tylko one z kasy NP) te» nale»¡ do klasy NP-trudnych (zatem problem NP-trudny mo»e, cho¢ nie musi,
nale»e¢ do klasy NP). Do celów praktycznych jednak dokonuje si¦ skrótu my±lowego nazywaj¡c problemami NP-trudnymi tylko �te
NP-trudne, które nie s¡ jednocze±nie NP�.
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NP-trudno±¢ przykªady

Wiele problemów, których wersja decyzyjna nale»y do klasy NP-zupeªnych, w wersji

optymalizacyjnej jest NP-trudna.
Najbardziej �popularne� to:

problem komiwoja»era,
problem plecakowy (problem zªodzieja).

I oczywi±cie:

problem podziaªu zbioru z wagami relacji mi¦dzy elementami (�nasz� przykªad
wykªadowy).

Ale tak»e:

problem rozprowadzania poª¡cze« na elektronicznej pªytce drukowanej czy
w ukªadzie scalonym,
problem rozdziaªu elementów ukªadu elektronicznego mi¦dzy pªyty monta»owe
urz¡dzenia (sk¡d my go znamy?),
problem znajdowania tzw. ±cie»ek krytycznych w ukªadach elektronicznych
i w telekomunikacji,
itp.
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Wnioski

Wniosek generalny z powy»szych rozwa»a«. Uwa»a si¦, »e dla problemów NP-zupeªnych
i NP-trudnych nie ma algorytmów ograniczonych wielomianowo. W zwi¡zku z tym,
je»eli udowodnimy, »e interesuj¡cy nas problem nale»y do jednej z tych klas, nie ma

sensu poszukiwa¢ idealnego rozwi¡zania � mamy szans¦ wyª¡cznie na

znalezienie rozwi¡zania przybli»onego (nawet je»eli przypadkiem znalezione zostanie
rozwi¡zanie idealne, to udowodnienie tego nie jest praktycznie mo»liwe).

Niestety znakomita wi¦kszo±¢ problemów wyst¦puj¡cych

w elektronice i telekomunikacji to problemy NP-zupeªne

i NP-trudne
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