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W pracy zaproponowano ci � gi Sobola jako alternatywny mechanizm generowania po-
cz� tkowej puli punktów dla algorytmów niedeterministycznych optymalizacji globalnej: 
CRS2 i ewolucyjnego. Przedstawione s�  wyniki testów praktycznych dla trzech rodzajów 
funkcji testowych. Zamieszczona jest propozycja procedury testuj � cej, w której siatka 
punktów Sobola jest losowo przesuwana, aby wyeliminowa�  wprowadzanie do populacji 
pocz� tkowej tych samych punktów. Testy wykazały du� �  odporno���  obu algorytmów na 
sposób generowania puli pocz� tkowej.* 

 
 
 

1. Motywacje 
Uniwersalno��� , skuteczno���  i łatwo���  implementacji to cechy algorytmów niedetermini-

stycznych optymalizacji globalnej, które przes� dziły o ich silnej pozycji pomimo braku pod-
staw teoretycznych równie mocnych, jak dla algorytmów klasycznych. By�  mo	 e wła� nie ten 
brak kanonów skłania badaczy do modyfikowania pierwotnej procedury symulowanego wy-
	 arzania czy algorytmu genetycznego i proponowania własnych usprawnie
 : inne kryterium 
zatrzymania, inne zasady selekcji, specyficzne operatory krzy	 owania. 

W całej ró	 norodno� ci pomysłów zastanawia znikome zainteresowanie wpływem sposo-
bu, w jaki powstaje pocz� tkowa pula punktów, na ogóln�  efektywno���  algorytmu. Pula po-
cz� tkowa powstaje w wyniku losowania za pomoc�  generatora liczb pseudolosowych, i jest to 
najcz��� ciej generator najprostszy, zwykle dostarczany przez � rodowisko obliczeniowe, speł-
niaj � cy (albo nie) jedynie absolutne minimum. Takich generatorów nale	 y si �  wystrzega�  [1], 
zwłaszcza w zadaniach całkowania numerycznego. Mo	 na wi � c przypuszcza� , 	 e skoro spo-
sób generacji zbioru punktów nie pozostaje oboj � tny dla zada
  całkowania, to mo	 e mie�  on 
wpływ równie	  na efektywno���  algorytmów optymalizacji bazuj � cych na puli punktów po-
cz� tkowych. 

Proponowan�  alternatyw�  dla prostego losowania kolejnych punktów pocz� tkowych s�  
ci � gi Sobola. Algorytm generowania kolejnych punktów, przedstawiony przez I. M. Sobola 
oraz R. B. Statnikowa w [2], a nast� pnie usprawniony przez Antonowa i Saliejewa, działa 
bazuj � c na w  liczbach naturalnych nazywanych liczbami kierunkowymi iD , wi ...2,1= . Aby 

wygenerowa�  kolejn�  liczb�  jX  ci � gu, nale	 y obliczy�  iloraz ró	 nicowy (XOR) liczb kierun-

kowych o tych indeksach i , dla których j  (zapisane w sposób binarny) ma na pozycji i -tej 
jedynk� . Ci � g utworzony w ten sposób pokrywa dziedzin�  o wiele równomierniej ni 	  punkty 
b� d� ce realizacj �  zmiennej losowej, a przy tym nie wymaga wcze� niejszej znajomo� ci liczby 

                                                           
* Praca została wykonana w ramach projektu badawczego CATID (Centrum Automatyki i Technik 
Informacyjno-Decyzyjnych) w latach 1999/2000. 



punktów, które maj �  by�  wygenerowane (w odró	 nieniu procedury od pokrywania V  siatk�  
kartezja
 sk� ). 

Wiele testów praktycznych wykazało, 	 e cho�  ci � gi Sobola nie s�  zawsze najlepszym spo-
sobem generowania punktów [3], to wykazuj �  zdecydowan�  przewag�  nad punktami, których 
współrz� dne s�  realizacjami „zmiennej losowej”  dostarczanej przez system. 

Skoro do� wiadczenia z zastosowania ci � gów Sobola w zadaniach całkowania numerycz-
nego tak dobrze rokuj �  ich u	 yciu w algorytmach optymalizacji, to warto sprawdzi �  ich dzia-
łanie w praktyce. 

2. U yte algorytmy i funkcje testowe 
Do testów wybrano dwa algorytmy optymalizacji i trzy testowe funkcje celu. 

Algorytm CRS2 
Pełna nazwa algorytmu, przedstawionego w [4], to Controlled Random Search, wersja 2. Jest to 

procedura optymalizacji globalnej z poszukiwaniem bezpo� rednim, nadaj � ca si �  szerokiej klasy zada� . 
Poszukiwanie minimum funkcji ( )xq , ( ) nx =dim  przebiega w sze� ciu krokach: 

• Krok 1. Z dziedziny V  wylosuj N  punktów; niech stanowi �  one bie� � cy zbiór punktów. Oblicz 
warto���  funkcji celu w ka� dym z punktów. 

• Krok 2. W bie� � cym zbiorze punktów znajd�  punkty lx  i hx , dla których warto���  funkcji celu 
jest odpowiednio najmniejsza i najwi � ksza. 

• Krok 3. Utwórz sympleks ( 1+n -elementowy podzbiór bie� � cego zbioru punktów), w skład któ-
rego wejdzie lx , a pozostałe punkty zostan�  wylosowane ze zbioru bie� � cego. Wyznacz nowy 

punkt tx  odbijaj � c hx  wzgl � dem � rodka sympleksu. 

• Krok 4. Je� li Vx ∈t , to oblicz ( )txq  i przejd�  do kroku 5. Je� li nie, przejd�  do kroku 3. 

• Krok 5. Je� li ( ) ( )ht xqxq < , to w bie� � cym zbiorze punktów zast � p hx  przez tx  i przejd�  do 

kroku 6. Je� li nie, przejd�  do kroku 3. 
• Krok 6. Zako� cz, je� li jest spełnione kryterium zatrzymania algorytmu. Je� li nie, wró�  do kro-

ku 2. 
W testach przyj � to ( )18 += nN , zgodnie z sugestiami w literaturze. 

Algorytm ewolucyjny 
Spo� ród wielu wersji algorytmów ewolucyjnych [5] wybrano w sposób arbitralny jeden, który do-

brze sprawdzał si �  we wcze� niejszych zadaniach optymalizacji napotkanych przez autora. Oto zasto-
sowany schemat: 
• Krok 1. Z dziedziny V  wylosuj N  punktów stanowi � cych populacj �  0P . (Kolejne populacje 

b� d�  oznaczane przez 1P , 2P  itd.) 

• Krok 2. Oblicz warto���  funkcji celu dla wszystkich osobników z bie� � cej populacji kP . Zako� cz, 

je� li kryterium zatrzymania jest spełnione. Je� li nie, przejd�  do kroku 3. 
• Krok 3. Stwórz now �  populacj � , 1+kP . Ka� dy jej osobnik jest wyłoniony albo wprost z turnieju∗ 

(z prawdopodobie� stwem 0,3), albo jest krzy� ówk �  10 innych zwyci � zców turnieju (zastosowano 
krzy� owanie u� redniaj � ce). 

• Krok 4. Poddaj mutacji ka� dego osobnika z 1+kP , tj. zaburz ka� d�  z jego współrz� dnych zmienn�  
losow �  z rozkładem Cauchy’ego. 

• Krok 5. Uczy�  1+kP  populacj �  bie� � c�  i przejd�  do kroku 2. 

                                                           
∗ Pojedynczy turniej przebiega w ten sposób, � e spo� ród kP  wybiera si �  losowo dwa osobniki, a zwy-

ci � � a ten, dla którego warto���  funkcji celu jest mniejsza. 



Przyj � to, � e populacja b� dzie liczy �  50 osobników, a rozkład Cauchy’ego b� dzie miał takie para-
metry, � e � rednio 5% osobników w wyniku mutacji znalazłoby si �  poza dziedzin�  (odpowiednie 
współrz� dne takich osobników b� d�  wówczas modyfikowane tak, by osobniki znalazły si �  w dziedzi-
nie, na ograniczeniach). 

Zmodyfikowana funkcja testowa Griewanka 
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Jest to paraboloida zsumowana z funkcj �  cosinus, co daje wielo���  minimów lokalnych i prak-
tycznie uniemo� liwia rozwi � zanie zadania metodami klasycznymi. Modyfikacje w stosunku do posta-
ci oryginalnej polegaj �  na dodaniu czynnika icos2 − , który urozmaica zag� szczenie minimów 
w zale� no� ci od wymiaru. Funkcja osi � ga warto���  minimaln�  0  dla 0=x  (dla dowolnego n ). 
W badaniach przyj � to 4=n . 

Funkcja testowa Shekela 
Jest to jedna z czterowymiarowych funkcji testowych opisanych w [6], nazwana SQRN7: 
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Funkcja osi � ga warto���  minimaln�  4028,10− dla [ ]T4444=x . 

Funkcja o warto� ciach wyznaczanych w drodze symulacji 
Funkcja ta została zaczerpni � ta z pewnego zadania poszukiwania optymalnego punktu pracy 

instalacji przemysłowej, której model został zaimplementowany w postaci programu symulacyjnego. 
Wyznaczenie ( )xq  oznacza wi � c uruchomienie owego symulatora z x  jako danymi wej � ciowymi. Jej 
cech�  charakterystyczn� , przy stosunkowo prostym kształcie hiperpowierzchni, jest du� a liczba ogra-
nicze�  implikowanych, które dodatkowo zaw ��� aj �  dziedzin� , i to w sposób nieprzewidywalny. Praca 
z funkcj �  o takim charakterze wymagała pewnych modyfikacji opisywanych algorytmów, lecz nie ma 
to wpływu na istot �  opisywanych bada� . 

Warto���  minimalna funkcji to 646,1 . Wymiar zadania: 9=n . 

3. Wyniki wst pne 
Jako kryterium zatrzymania, wspólne dla obu algorytmów i wszystkich funkcji celu, przy-

j � to liczb�  wykonanych oszacowa�  funkcji celu. Nie pozwala to, co prawda, czyni �  porówna-
nia algorytmów pod wzgl � dem wydajno� ci — ale nie ono jest celem bada� . Interesuj � cym nas 
wska� nikiem jest (domniemana) poprawa znajdowanego minimum ( )xq  uzyskiwana przy 
zmianie procedury generowania pocz� tkowej puli punktów z klasycznej (z systemowego ge-
neratora liczb pseudolosowych) na alternatywn�  (wykorzystuj � c�  ci � gi Sobola).  
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Rys. 1. Histogramy minimów funkcji Griewanka znalezionych przez algorytm CRS2 przy standardo-
wej (z lewej) i alternatywnej (z prawej) metodzie generowania puli pocz	 tkowej. Próba polegała na 

1000-krotnym uruchomieniu algorytmu. Wykresom oznaczonym symbolami �, � ,  i �  odpowia-
daj 	  próby dla maksymalnie 100, 300, 1000 i 3000 oszacowa
  ( )xq . 
 

Dla ka� dej z funkcji celu wykonano seri �  uruchomie  ka� dego z algorytmów. Warto 
rozpocz���  analiz�  wyników od przyjrzenia si �  warto� ciom znalezionym w kilku wybranych 
seriach. Z rys. 1 wynika, � e w puli utworzonej z ci � gów Sobola mo� e ju�  na pocz� tku znale���  
si �  bardzo dobry punkt, który jest poprawiany dopiero przy znacznie wi � kszym limicie 
wywoła  ( )xq . Taki traf zawsze b� dzie deklasował optymalizacje uruchamiane z pul �  
uzyskan�  w sposób standardowy — a nie jest to sytuacja rzadka, zwłaszcza, gdy rozpatruje 
si �  przykłady akademickie, w których minimum le� y w samym � rodku dziedziny — czyli 
tam, gdzie ci � g Sobola umieszcza jeden z pierwszych swoich punktów.  
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Rys. 2. Zestawienie warto� ci � rednich wyników z minimalizacji funkcji Griewanka algorytmem CRS2 
(z lewej) i ewolucyjnym (z prawej). Białe słupki odpowiadaj 	  uruchomieniom z pul 	  pocz	 tkow 	  wy-
losowan	  w sposób standardowy; czarne — przy wykorzystaniu ci 	 gów Sobola. Numery 1, 2, 3 i 4 
odpowiadaj 	  seriom z limitem 100, 300, 1000 i 3000 oszacowa
 . 
 

Zestawienie na rys. 2 u� rednionych wyników dla obu algorytmów potwierdza po-
przednie wnioski. Start z pul �  wygenerowan�  przez ci � g Sobola daje przewag� , ale traci si �  j �  
w miar�  wzrostu limitu oszacowa  ( )xq , przy czym algorytm ewolucyjny szybciej ni �  CRS2 
niweluje dysproporcje. Oznacza to, � e jest mniej podatny na metod�  generacji puli pocz� tko-
wej. 
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Rys. 3. Funkcja Shekela minimalizowana oboma algorytmami — warto� ci � rednie. Kolejne serie uru-
chamiane dla limitów 100, 300, 1000, 3000 i 10000 oszacowa
 . Znaczenie kolorów słupków jak na 
rys. 2. 
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Rys 4. Zestawienie warto� ci � rednich z minimalizacji funkcji trzeciego typu (poł 	 czonej z symulato-
rem instalacji przemysłowej). Kolejne serie uruchamiane dla limitów 300, 1000, 3000, 10000 i 30000 
oszacowa
 . Znaczenie kolorów słupków jak na rys. 2. Ze wzgl � du na czasochłonno���  oblicze
  w tym 
przypadku serie liczyły jedynie po 20 optymalizacji, wi � c wyniki maj 	  charakter orientacyjny. 
 
 

Korzy� ci ze stosowania ci � gów Sobola przestaj �  by�  oczywiste, kiedy spojrze�  ekspery-
menty z pozostałymi dwiema funkcjami testowymi (rys. 3 i 4). Uzyskane warto� ci � rednie 
praktycznie si �  nie ró� ni � , zatem optymistyczne wyniki dla funkcji Griewanka to jedynie 
sprzyjaj � cy zbieg okoliczno� ci. 

4. Proponowane modyfikacje procedur 
testuj cych 

Jak zatem obiektywnie stwierdzi 	 , czy u
 ywanie 
ci � gów Sobola prowadzi do jakichkolwiek korzy-�
ci w optymalizacji? Zaproponowane rozwi � zanie 

polega na losowym zaburzaniu dziedziny V tak, 
aby nie zmieni 	  jej miary, ale poło
 enie. Je

�
li zało-


 y	 , 
 e dziedzina jest hiperkostk� , to w ka
 dym 
z wymiarów nale
 y górny i dolny limit zmieni 	  
o losowo wybran�  liczb . Na przykład, rys. 5 
przedstawia dziedzin  4;44;4 −×−=V , która 

mo
 e „przemie
�
ci 	  si  ”  w kierunku ka
 dego 

z wersorów o warto
� 	  od 1−  do 1. 

0

2
2

 
Rys. 5. Dziedzina V  (kwadrat z czarnym 
obrysem) na tle marginesów (szarych) 
swojego dopuszczalnego poło� enia. 



Dla tak zdefiniowanej dziedziny powtórzono serie testów, a wyniki przedstawiono na 
rys. 6. Wprawdzie rozwi � zania uzyskiwane przy starcie z u
 yciem ci � gów Sobola wci � 
  maj �  
przewag , ale jest ona znikoma — około 10% (por. rys. 2). Pocieszaj � ce, 
 e przewaga ta jest 
w przybli 
 eniu stała dla wszystkich serii. 
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Rys. 6. Zestawienie warto

�
ci 

�
rednich wyników z minimalizacji funkcji Griewanka przy losowym 

zaburzaniu V . Oznaczenia analogiczne do rys. 2. 
 

5. Wnioski 
Posłu� enie si �  ci � gami Sobola jako alternatywnym mechanizmem generowania pocz� t-

kowej puli punktów dla przebadanych algorytmów nie przyniosło znacz� cych korzy	 ci. Pro-
cedura weryfikacji wyników, zastosowana dla najlepiej rokuj � cego przykładu (tj. funkcji 
Griewanka), jedynie ujawniła, � e walory ci � gów Sobola s�  w tym zastosowaniu pozorne. 
Ewentualne korzy	 ci pochodz�  st� d, � e jeden z pierwszych wyrazów ci � gu Sobola wypada 
dokładnie w 	 rodku dziedziny (gdzie ma zwyczaj znajdowa
  si �  minimum wi � kszo	 ci funkcji 
testowych) — ale nie ma to znaczenia w wi � kszo	 ci zastosowa�  praktycznych. 

Niemniej pocieszaj � ce jest, � e nawet po „ rozmyciu”  dziedziny (por. rys. 6) zastosowanie 
ci � gów Sobola korzystnie, chocia�  nieznacznie, wpływa na efektywno	�
  algorytmu. Tym sa-
mym pomysł I. M. Sobola zachowuje swoje walory tak� e w zagadnieniach optymalizacji — 
ale tylko do tego stopnia, jaki stanowi nakład poniesiony na wyznaczenie populacji pocz� t-
kowej wzgl � dem całkowitego nakładu na rozwi � zanie zadania. Ponadto nie stwierdzono, by 
po zastosowaniu ci � gów Sobola dla którejkolwiek z badanych funkcji nast� piło pogorszenie 
	 redniego uzyskiwanego wyniku. Zatem metod�  alternatywn�  generacji puli pocz� tkowej 
mo� na stosowa
  bez obaw — przeciwnie, z nadziej �  na popraw�  efektywno	 ci w przypad-
kach niektórych zada�  optymalizacji. 

6. Podzi kowania 
Dzi  kuj   doktorowi Jarosławowi Arabasowi za motywowanie i cenne uwagi na wszyst-

kich etapach prowadzonych przeze mnie bada� . 
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