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PAC-uczenie sie dla algorytméw spéjnych (c.d.)

Przyktad: binarne drzewa decyzyjne

0@1 - . . .
e Bardziej ztozona reprezentacja

modeli dla dziedziny {0, 1}"

i zbioru klas C' = {0, 1}:

wezet: binarny podziat wedtug
wartosci jednego

© © ©[lh atrybutu,

lis¢: klasa.
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PAC-uczenie sie dla algorytméw spéjnych (c.d.)

Przyktad: binarne drzewa decyzyjne

@ Bez ograniczenia rozmiaru: przestrzen
modeli réwnowazna przestrzeni
dowolnych funkcji boolowskich:

| = 2>

@ Przy ograniczeniu do dwéch pozioméw
weztéw (wezet w korzeniu, jego dwa
wezty potomne, ponizej cztery liscie):

IH| = n(n —1)%24
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Agnostyczne uczenie sie

Agnostyczne uczenie sie

@ Brak pewnosci, czy ¢ € H.

e Nie mozna zagwarantowaé dowolnie matego btedu, ale mozna
zagwarantowa¢ dowolnie mata réznice miedzy btedem rzeczywistym
a btedem na zbiorze trenujacym.

@ Ryzyko wystapienia zbyt duzego btedu dla pewnego ustalonego
modelu h (na podstawie nieréwnosci Hoeffdinga):

Peqe(h) > ero(h) +€) < e2m€

@ Ryzyko wystapienia zbyt duzego btedu dla przynajmniej jednego
modelu h € H:

P((3h € H) eq(h) > er(h) +€) < |[H|e 2"
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Agnostyczne uczenie sie

Agnostyczne uczenie sie

e Ograniczamy przez 4:
’H’e—2m62 < )

m > (ln |H| + In <

)

|

SN
S—

1
€> \/Qm(ln]H] +1In

@ Stad z prawdopodobiefistwem 1 — 4:

1 1
€Q7C(h) < €T,c(h) + \/M(ln |H| + In 5)

@ Ograniczenie dotyczy to wszystkich modeli.

o Nie ma gwarancji, ze algorytm znajdzie najlepszy model.
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Wymiar Vapnika-Chervonenkisa
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Wymiar VC

e Dla k przyktadéw i C' = {0, 1} istnieje 2* mozliwych etykietowan.

e VC(H) — maksymalna wartos¢ k taka, ze istnieje k przyktadéw z X,
dla ktérych kazde sposréd 2% mozliwych etykietowan jest realizowane
przez pewien model z H.

e VC(H) = oo jesli dla dowolnego k istnieje k przyktadéw z X, dla
ktérych kazde sposréd 2% mozliwych etykietowar jest realizowane
przez pewien model z H.

e Miara ztozonosci (pojemnosci, sity wyrazu) przestrzeni modeli lepsza
niz jej rozmiar.

@ Maksymalna liczba przyktadéw, ktéra na pewno mozna dokfadnie
klasyfikowa¢ dla dowolnego pojecia c.

o Jesli VC(H) = k, to 2F < |H|, czyli VC(H) < log, |HI.
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Przyktad: prostokaty

n = 1 (przedziaty na prostej): VC(H) = 2.

n = 2 (prostokaty na ptaszczyznie): VC(H) = 4 (fatwo wskazaé 4 punkty
dla ktérych sa mozliwe wszystkie etykietowania, ale nie jest to
mozliwe dla zadnych 5 punktéw — nie mozna nadac innej etykiety
czterem punktom lezacym na najmniejszym prostokacie obejmujacym
wszystkie przyktady a innej piatemu punktowi).

n > 2 (hiperprostopadtosciany): VC(H) = 2n 7
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Przyktad: prostokaty

A\ 4
A\ 4
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Przyktad: proste

n = 1 (podziat prostej punktem): VC(H) = 2.

n = 2 (podziat ptaszczyzny prosta): VC(H) = 3 (fatwo wskaza¢ 3 punkty
dla ktérych sa mozliwe wszystkie etykietowania, ale nie jest to
mozliwe dla zadnych 4 punktéw — nie mozna da¢ innej etykiety
punktom lezacym na dwéch réznych przekatnych czworokata).

n > 2 (podziat przestrzeni hiperptaszczyzna): VC(H) =n+17
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Przyktad: proste

A\ 4
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Przyktad: sinus

sin(x)
-10 00 10

T T T T
5 10 15 20

Dziedzina: X =R, axtrybut a(z) = .
Przestrzen modeli: H wszystkie modele postaci:

h(z) = 1 jesli sin.(ocx) >0
0 w przeciwnym przypadku

Etykietowanie: przyktady %, %, el 2%:

o dla % mozna dobra¢ « zapewniajace dowolng etykiete,
o dla i mozna uzyska¢ dowolng etykiete bez zmiany etykiety przypisanej %
dodajac do « parzysta/nieparzysta wielokrotnos¢ 4,
o dla 2—11 mozna uzyska¢ dowolng etykiete bez zmiany etykiet przypisanych
%, e 22%1 dodajac do « parzysta/nieparzysta wielokrotnos¢ 2¢m.
Wymiar VC: dowolnie duze & — VC(H) = co.
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Przyktad: koniunkcje

S
=
S
)
=
)

n =3: VC(H) > 3 (wszystkie
etykietowania mozliwe dla 100, 010,
001).

n>3 VCH)=n?7

_ === O O OO
— = OO O == OO
— O, ORFR OO
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Wymiar Vapnika-Chervonenkisa

Zastosowanie wymiaru VC

Spéjne uczenie sie: do uzyskania przez spéjny algorytm uczenia sie z prawdopodobienistwem co
najmniej 1 — & modelu o bfedzie rzeczywistym nieprzekraczajacym e wystarczy:

1 13 2
m> - (SVC(]HI) logy — +4log, 7)
€ € 0

przyktadéw trenujacych.
Uproszczona wersja asymptotyczna:

m >0 <%(VC(H) log% + log %))

Agnostyczne uczenie sie: z prawdopodobieastwem 1 — §:

eq.c(h) < ere(h) + \/; (VC(H) <ln %7(7}]1) + 1) +In %)

Uproszczona wersja asymptotyczna:

eq.c(h) <ere(h)+ 0O <\/7711(VC(]HI) log m + log ;))
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Wymiar Vapnika-Chervonenkisa

Podsumowanie wnioskéw z teorii

@ Zbyt bogata przestrzen modeli — duze |H| lub duze VC(H) — zwieksza
ryzyko nadmiernego dopasowania (potrzeba wiecej przyktadéw trenujacych,
aby uzyska¢ z wystarczajaca pewnoscia wystarczajaco maty btad).

@ Zbyt uboga przestrzen modeli zwicksza ryzyko niedopasowania — zmniejsza
szanse, ze istnieje model o wystarczajaco matym bfedzie).

@ Konieczna réwnowaga.

o W praktyce spéjne uczenie sie zwykle nie jest pozadane, gdyz nie ma
dostepu do wystarczajaco wielu przyktadéw trenujacych, a czesto nie jest
takze mozliwe, gdyz uzywana przestrzen modeli nie zawiera modelu o
zerowym btedzie na zbiorze trenujacym (np. dlatego, ze zestaw dostepnych
atrybutéw nie wystarcza do odrdzniania przyktadéw réznych klas).

@ Praktyczne algorytmy moga uzywaé pojemnych przestrzeni modeli, lecz
zmniejsza¢ efektywny wymiar VC przez dodatkowe mechanizmy
ograniczajace nadmierne dopasowanie.

@ Brzytwa Ockhama — preferencja dla prostych modeli.
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