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Naiwny klasy�kator bayesowski

Naiwny klasy�kator bayesowski

Wzór Bayesa:

P (A|B) =
P (A)P (B|A)

P (B)

Zastosowanie do predykcji prawdopodobie«stw klas:

πd(x) = P (d|x) = P (c = d | a1 = a1(x), a2 = a2(x), . . . , an = an(x))

Prawdopodobie«stwo klasy na podstawie warto±ci atrybutów:

P (c = d | a1 = v1, . . . , an = vn)

=
P (c = d)P (a1 = v1, . . . , an = vn | c = d)

P (a1 = v1, . . . , an = vn)

Zaªo»enie o niezale»no±ci:

P (a1 = v1, . . . , an = vn | c = d) =

n∏
i=1

P (ai = vi|c = d)
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Naiwny klasy�kator bayesowski

Estymacja prawdopodobie«stw

Prawdopodobie«stwo a priori klasy:

P (c = d) = PT (c = d) =
|Tc=d|
|T |

Prawdopodobie«stwo warunkowe warto±ci atrybutu:

P (ai = vi|c = d) = PTc=d
(ai = vi) =

|Tc=d,ai=vi |
|Tc=d|

Mianownik: staªa normalizuj¡ca:

P (a1 = v1, . . . , an = vn) =∑
d∈C

P (c = d)P (a1 = v1, . . . , an = vn | c = d)
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Naiwny klasy�kator bayesowski

Prawdopodobie«stwa zerowe i prawie zerowe

Staªa warto±¢ dodatnia: P (ai = vi|c = d) = ε je±li Tc=d,ai=vi = ∅.
Wygªadzanie Laplace'a:

P (ai = vi|c = d) =
|Tc=d,ai=vi |+ l

|Tc=d|+ l|Ai|

(l ≥ 0)

Logarytm prawdopodobie«stwa: mniejsze ryzyko bª¦dów numerycznych

przy mno»eniu maªych prawdopodobie«stw:

log

(
P (c = d)

n∏
i=1

P (ai = vi|c = d)

)

= logP (c = d) +

n∑
i=1

logP (ai = vi|c = d)
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Naiwny klasy�kator bayesowski

Przykªad: pogoda

x outlook temperature humidity wind play

1 sunny hot high normal no

2 sunny hot high high no

3 overcast hot high normal yes

4 rainy mild high normal yes

5 rainy cold normal normal yes

6 rainy cold normal high no

7 overcast cold normal high yes

8 sunny mild high normal no

9 sunny cold normal normal yes

10 rainy mild normal normal yes

11 sunny mild normal high yes

12 overcast mild high high yes

13 overcast hot normal normal yes

14 rainy mild high high no
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Naiwny klasy�kator bayesowski

Przykªad: pogoda

x outlook temperature humidity wind play

1 sunny hot high normal no

2 sunny hot high high no

3 overcast hot high normal yes

4 rainy mild high normal yes

5 rainy cold normal normal yes

6 rainy cold normal high no

7 overcast cold normal high yes

8 sunny mild high normal no

9 sunny cold normal normal yes

10 rainy mild normal normal yes

11 sunny mild normal high yes

12 overcast mild high high yes

13 overcast hot normal normal yes

14 rainy mild high high no

Klasy�kacja przykªadu:

15 sunny mild normal normal

P (no) =
5

14
P (yes) =

9

14

P (outlook = sunny|no) =
3

5
P (outlook = sunny|yes) =

2

9

P (temperature = mild|no) =
2

5
P (temperature = mild|yes) =

4

9

P (humidity = normal|no) =
1

5
P (humidity = normal|yes) =

6

9

P (wind = normal|no) =
2

5
P (wind = normal|yes) =

6

9

P (no|sunny,mild, normal, normal) =
5

14
· 3
5
· 2
5
· 1
5
· 2
5
/P (sunny,mild, normal, normal)

P (yes|sunny,mild, normal, normal) =
9

14
· 2
9
· 4
9
· 6
9
· 6
9
/P (sunny,mild, normal, normal)

P (sunny,mild, normal, normal) =
5

14
· 3
5
· 2
5
· 1
5
· 2
5
+

9

14
· 2
9
· 4
9
· 6
9
· 6
9
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Naiwny klasy�kator bayesowski

Atrybuty ci¡gªe

Funkcja g¦sto±ci: zast¡pienie P (ai = vi|c = d) przez pd,i(vi), gdzie pd,i
jest funkcj¡ g¦sto±ci atrybutu ai w klasie d � zakªadany rozkªad

normalny z parametrami estymowanymi jako:

mTc=d
(ai) =

1

|Tc=d|
∑

x∈Tc=d

ai(x)

sTc=d
(ai) =

√
1

|Tc=d| − 1

∑
x∈Tc=d

(
ai(x)−mTc=d

(ai)
)2

Dyskretyzacja: cz¦sto lepsze, chocia» bardziej pracochªonne podej±cie.

Paweª Cichosz 8 / 18



Naiwny klasy�kator bayesowski

Obsªuga brakuj¡cych warto±ci

Tworzenie modelu: pomijanie brakuj¡cych warto±ci przy estymacji

prawdopodobie«stw P (ai = vi|c = d),

Predykcja: pomijanie prawdopodobie«stw P (ai = vi|c = d) je±li warto±¢ ai
nie jest znana dla klasy�kowanego przykªadu.
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Naiwny klasy�kator bayesowski

Wªa±ciwo±ci naiwnego klasy�katora bayesowskiego

Prosty koncepcyjnie, implementacyjnie i obliczeniowo.

Odporny na nadmierne dopasowanie (wymiar VC liniowy wzgl¦dem

liczby atrybutów).

Niewymagaj¡cy strojenia parametrów.

Naruszenie zaªo»enia o niezale»no±ci nie wyklucza warto±ci

predykcyjnej.

Skuteczny je±li:

trzeba uwzgl¦dni¢ nieznaczny wpªyw znacznej liczby atrybutów (np.
klasy�kacja tekstu),
liczba przykªadów jest stosunkowo maªa w porównaniu z liczb¡
atrybutów,
wyst¦puj¡ liczne brakuj¡ce warto±ci.
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Regresja liniowa
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Regresja liniowa

Model liniowy

Funkcja reprezentacji:

h(x) =

n∑
i=1

wiai(x) + wn+1 =

n+1∑
i=1

wiai(x) = w ◦ a(x)

gdzie:

w � wektor parametrów w1, w2, . . . , wn, wn+1,

a(x) � wektor warto±ci (ci¡gªych) atrybutów

a1(x), a2(x), . . . , an(x), an+1(x), przy czym an+1(x) ≡ 1,
◦ � symbol iloczynu skalarnego.

Estymacja parametrów: minimalizacja funkcji straty proporcjonalnej do

bª¦du ±redniokwadratowego na zbiorze trenuj¡cym:

ET,f (h) =
1

2

∑
x∈T

(f(x)− h(x))2
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Regresja liniowa

Gradientowa estymacja parametrów

Reguªa spadku gradientu:

w := w + β (−∇wET,f (h))

gdzie 0 < β < 1 � rozmiar kroku.

Gradient bª¦du:

∇wET,f (h) =
∑
x∈T

(f(x)− h(x))(−∇wh(x))

Gradient funkcji reprezentacji: ∇wh(x) = a(x).
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Regresja liniowa

Gradientowa estymacja parametrów

Reguªa aktualizacji parametrów:

w := w + β
∑
x∈T

(f(x)− h(x))a(x)

stosowana iteracyjnie.

Stochastyczny spadek gradientu (SGD): aktualizacja dla pojedynczych

przykªadów w kolejno±ci losowej:

w := w + β(f(x)− h(x))a(x)

Inicjalizacja parametrów: dowolna (np. 0 lub maªe warto±ci losowe).

Kryteria stopu: maªy bª¡d, maªy spadek bª¦du, maksymalna liczba iteracji.

Bardziej zaawansowane metody gradientowe: np. metoda Newtona, Adam,

AdaGrad � poza zakresem wykªadu.
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Regresja liniowa

Przykªad

x a1 a2 f

1 1 1 2
2 1 2 5
3 1 3 8
4 2 1 3
5 2 2 4
6 2 3 5

β = 0.1

Inicjalizacja: w = [1, 1, 1].

x = 1: h(x) = 3

w1 = 1 + 0.1 · (2− 3) · 1 = 0.9

w2 = 1 + 0.1 · (2− 3) · 1 = 0.9

w3 = 1 + 0.1 · (2− 3) · 1 = 0.9

x = 2: h(x) = 3.6

w1 = 0.9 + 0.1 · (5− 3.6) · 1 = 1.04

w2 = 0.9 + 0.1 · (5− 3.6) · 2 = 1.18

w3 = 0.9 + 0.1 · (5− 3.6) · 1 = 1.04

. . . : kontynuacja pozostaje jako ¢wiczenie.
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Regresja liniowa

Metoda najmniejszych kwadratów

Wyznaczanie parametrów za pomoc¡ zamkni¦tej formuªy.

Postulat dopasowania do danych trenuj¡cych jako nadokre±lony ukªad równa«

liniowych:

a1(x)w1 + a2(x)w2 + · · ·+ an(x)wn + an+1(x)wn+1 = f(x)

dla ka»dego x ∈ T , przy zaªo»eniu n+ 1 < |T | (zwykle n� |T |).
W zapisie wektorowo-macierzowym:

a(T )w = f(T )

gdzie:

a(T ) � macierz |T | × (n+ 1) warto±ci atrybutów a1(x), . . . , an+1(x) dla x ∈ T ,
f(T ) � wektor warto±ci f(x) dla x ∈ T .

Rozwi¡zanie przez pseudo-inwersj¦:

aT(T )a(T )w =aT(T )f(T )

w =
(
aT(T )a(T )

)−1
aT(T )f(T )
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Regresja liniowa

Przykªad

x a1 a2 f

1 1 1 2
2 1 2 5
3 1 3 8
4 2 1 3
5 2 2 4
6 2 3 5



1 1 1
1 2 1
1 3 1
2 1 1
2 2 1
2 3 1

 ·w =



2
5
8
3
4
5



w =


1 1 1 2 2 2
1 2 3 1 2 3
1 1 1 1 1 1

 ·


1 1 1
1 2 1
1 3 1
2 1 1
2 2 1
2 3 1





−1

·

1 1 1 2 2 2
1 2 3 1 2 3
1 1 1 1 1 1

 ·


2
5
8
3
4
5


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Regresja liniowa

Wªa±ciwo±ci regresji liniowej

Wyª¡cznie zale»no±ci przynajmniej w przybli»eniu liniowe.

Dobór parametrów odporny na optima lokalne.

Szybkie i efektywne uczenie si¦ i predykcja.

Interpretowalne parametry modelu.

Ograniczone ryzyko nadmiernego dopasowania.

Mo»liwe bardziej zaawansowane warianty cz¦±ciowo lub caªkowicie

pokonuj¡ce ograniczenia liniowo±ci (poza zakresem wykªadu).

Mo»liwe zmniejszenie ryzyka nadmiernego dopasowania przez

zastosowanie regularyzacji (poza zakresem wykªadu).
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