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Klasy�kacja liniowo-progowa

Reprezentacja liniowo-progowa

Wewn¦trzna reprezentacja liniowa:

g(x) =

n∑
i=1

wiai(x) + wn+1 = w ◦ a(x)

Zewn¦trzna funkcja progowa:

h(x) =

{
1 je±li g(x) ≥ 0

0 w przeciwnym przypadku

Granica decyzyjna: hiperpªaszczyzna o równaniu g(x) = 0 (punkty po

stronie dodatniej klasy�kowane do klasy 1, punkty po stronie ujemnej

klasy�kowane do klasy 0).

Wymiar VC: n+ 1 � ograniczone ryzyko nadmiernego dopasowania.

Paweª Cichosz 3 / 17



Klasy�kacja liniowo-progowa

Reprezentacja liniowo-progowa
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Klasy�kacja liniowo-progowa

Odlegªo±¢ od granicy decyzyjnej

Odlegªo±¢ ze znakiem:

δw(x) =

∑n
i=1wiai(x) + wn+1√∑n

i=1w
2
i

=
w ◦ a(x)
‖w1:n‖

gdzie w1:n � wektor parametrów w1, w2, . . . , wn (bez wn+1).

Odlegªo±¢ bezwzgl¦dna dla przykªadów niepoprawnie klasy�kowanych:

−c−(x)δw(x), gdzie

c−(x) = 2c(x)− 1 =

{
1 je±li c(x) = 1

−1 je±li c(x) = 0

Funkcja decyzyjna: g(x) = w ◦ a(x) � proporcjonalna do odlegªo±ci od

granicy decyzyjnej, reprezentuje �ufno±¢� predykcji modelu.
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Klasy�kacja liniowo-progowa

Algorytm prosty perceptron

Reguªa aktualizacji parametrów:

w :=

{
w + c−(x)a(x) je±li h(x) 6= c(x)

w w przeciwnym przypadku

Inicjalizacja: dowolna (np. 0).

Efekt aktualizacji: zmniejszenie odlegªo±ci niepoprawnie klasy�kowanych

przykªadów od granicy decyzyjnej (uzasadnienie poza zakresem

wykªadu).

Tryb stosowania: iteracyjnie wielokrotnie dla wszystkich przykªadów ª¡cznie

(wsadowy) lub dla pojedynczych przykªadów (przyrostowy).

Kryterium stopu: poprawna klasy�kacja wszystkich przykªadów.

Zbie»no±¢: gwarantowana tylko je±li w zbiorze trenuj¡cym klasy s¡ liniowo

separowalne.
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Klasy�kacja liniowo-progowa

Przykªad

x a1 a2 c

1 1 1 0
2 1 2 1
3 1 3 1
4 2 1 0
5 2 2 0
6 2 3 1

Inicjalizacja: w = [0.1, 0.1, 0.1].

x = 1: g(x) > 0 h(x) = 1

w1 = 0.1 + (−1) · 1 = −0.9
w2 = 0.1 + (−1) · 1 = −0.9
w3 = 0.1 + (−1) · 1 = −0.9

x = 2: g(x) < 0 h(x) = 0

w1 = − 0.9 + 1 · 1 = 0.1

w2 = − 0.9 + 1 · 2 = 1.1

w3 = − 0.9 + 1 · 1 = 0.1

. . . : kontynuacja pozostaje jako ¢wiczenie.
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Klasy�kacja liniowo-progowa

Klasy�kacja minimalnokwadratowa

Numeryczne kodowanie klas: w przypadku klasy�kacji binarnej zwykle {0, 1} lub {−1, 1}.
Klasy�kacja realizowana jako regresja: tworzony model regresji liniowej, dla którego

numerycznie kodowane klasy s¡ warto±ciami docelowymi.

Parametry modelu: wyznaczane metod¡ spadku gradientu lub metod¡ najmniejszych

kwadratów w celu mininalizacji:

ET,c(h) =
1

2

∑
x∈T

(c(x)− h(x))2

Predykcja: w przypadku klasy�kacji binarnej numeryczna predykcja modelu regresji

�zaokr¡glana� do bli»szej klasy.

Wªa±ciwo±ci:

prostota i ªatwo±¢ u»ycia,

brak wymogu liniowej separowalno±ci (chocia» jej brak znacz¡co pogarsza

predykcje),

wra»liwo±¢ granicy decyzyjnej na przykªady odstaj¡ce,

predykcje numeryczne nie mog¡ by¢ interpretowane jako prawdopodobie«stwa.
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Regresja logistyczna

Reprezentacja modelu regresji logistycznej

Wewn¦trzna reprezentacja liniowa:

g(x) =

n∑
i=1

wiai(x) + wn+1 = w ◦ a(x)
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Zewn¦trzna logistyczna funkcja ª¡cz¡ca:

logit(p) = ln
p

1− p

logit−1(q) =
eq

eq + 1
=

1

1 + e−q

logit−1(g(x)) = π(x) = P (1|x)

Funkcja decyzyjna: g(x) = w ◦ a(x).
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Regresja logistyczna

Estymacja parametrów regresji logistycznej

Maksymalizacja logarytmu wiarygodno±ci:

LLT,c(π) = lnP (T, c;π) = ln
∏
x∈T

P (c(x)|x;π)

= ln
∏
x∈T

π(x)c(x)(1− π(x))1−c(x)

=
∑
x∈T

(
c(x) lnπ(x) + (1− c(x)) ln(1− π(x))

)
Reguªa wzrostu gradientu:

w := w + β∇wLLT,c(π)

Gradient logarytmu wiarygodno±ci:

∇wLLT,c(π) =
∑
x∈T

(
c(x)− π(x)

)
a(x)

(wyprowadzenie poza zakresem wykªadu)
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Zagadnienia praktyczne

Atrybuty dyskretne

Kodowanie binarne: atrybut a : X → {v1, v2, . . . , vk} zast¦powany przez

k − 1 atrybutów binarnych a1, a2, . . . , ak:

ai(x) =

{
1 je±li a(x) = vi

0 w przeciwnym przypadku

warto±ci vi dla i = 1, . . . , k − 1 s¡ reprezentowane przez

ai(x) = 1 i aj(x) = 0 dla j 6= i,
warto±¢ vk jest reprezentowana przez aj(x) = 0 dla wszystkich

j = 1, . . . , k − 1.
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Zagadnienia praktyczne

Klasy�kacja wieloklasowa

�1 kontra reszta� (one vs. rest, OvR): osobny model binarny dla ka»dej

klasy (jedna klasa traktowana jako pozytywna, wszystkie pozostaªe

jako negatywne).

�1 kontra 1� (one vs. one, OvO): osobny model binarny dla ka»dej pary

klas (jedna klasa traktowana jako pozytywna, druga jako negatywna).
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Zagadnienia praktyczne

OvR

Poj¦cia binarne: dla ka»dej klasy d ∈ C
de�niowane poj¦cie binarne:

cd(x) =

{
1 je±li c(x) = d

0 w przeciwnym przypadku

c c1 c2 c3
1 1 0 0
2 0 1 0
1 1 0 0
3 0 0 1
2 0 1 0
3 0 0 1

Modele binarne: Dla ka»dego poj¦cia cd na podstawie zbioru trenuj¡cego T
tworzony odpowiedni model hd z funkcj¡ decyzyjn¡ gd.

Predykcja: Predykcja przez wybór klasy o maksymalnej warto±ci funkcji

decyzyjnej:

h(x) = argmax
d∈C

gd(x)
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Zagadnienia praktyczne

OvO

Poj¦cia binarne: dla ka»dej pary klas d1, d2 ∈ C
de�niowane poj¦cie binarne:

cd1,d2(x) =

{
1 je±li c(x) = d1

0 je±li c(x) = d2

c c12 c13 c23
1 1 1 �

2 0 � 1
1 1 1 �

3 � 0 0
2 0 � 1
3 � 0 0

Modele binarne: Dla ka»dego poj¦cia cd1,d2 na podstawie zbioru

trenuj¡cego Tc∈{d1,d2} tworzony odpowiedni model hd1,d2 .

Predykcja: Predykcja przez wybór klasy o maksymalnej liczbie gªosów:

h(x) = argmax
d∈C

(∑
d′∈C

hd,d′(x) +
∑
d′∈C

(1− hd′,d(x))

)
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Zagadnienia praktyczne

Wªa±ciwo±ci klasy�kacji liniowej

Wyª¡cznie zale»no±ci przynajmniej w przybli»eniu liniowo separowalne.

Dobór parametrów odporny na optima lokalne.

Szybkie i efektywne uczenie si¦ i predykcja.

Interpretowalne parametry modelu.

Ograniczone ryzyko nadmiernego dopasowania.

Mo»liwe bardziej zaawansowane warianty cz¦±ciowo lub caªkowicie

pokonuj¡ce ograniczenia liniowo±ci (np. SVM).

Mo»liwe zmniejszenie ryzyka nadmiernego dopasowania przez

zastosowanie regularyzacji (poza zakresem wykªadu).
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