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Drugie spojrzenie na grupowanie (c.d.) Algorytmy k-środków

Reprezentacja grupowania

Liczba grup: k – ustalona.
Reprezentacja grup: wektor środkowy ζd

dla każdej grupy d = 1, 2, . . . , k –
wektor wartości atrybutów używanych
do grupowania.

Elementy grupy: zbiór przykładów
trenujących Td zaliczonych do grupy
d dla d = 1, 2, . . . , k na podstawie
niepodobieństwa do wektora
środkowego ζd.
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Drugie spojrzenie na grupowanie (c.d.) Algorytmy k-środków

Schemat algorytmu

1 wybierz początkowe wektory środkowe ζ1, ζ2, . . . , ζk;
2 powtarzaj:

1 dla wszystkich x ∈ T :
przypisz x do grupy dx = argmind δ(x, ζd);

2 dla d = 1, 2, . . . , k:
modyfikuj wektor środkowy ζd na podstawie zbioru przykładów Td;

jak długo nie są spełnione kryteria stopu.
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Drugie spojrzenie na grupowanie (c.d.) Algorytmy k-środków

Schemat algorytmu

Inicjalizacja wektorów środkowych:
losowa: losowy wybór k przykładów trenujących, losowy wybór k

punktów w przestrzeni wartości atrybutów, wyznaczenie na
podstawie losowego przypisania przykładów do grup.

deterministyczna: w sposób maksymalizujący reprezentatywność.
Modyfikacja wektorów środkowych: różne warianty.
Kryteria stopu:

zbieżność (brak zmiany przynależności przykładów do grup),
przybliżona zbieżność (mała liczba przykładów zmieniających
przynależność do grup),
zadana liczba iteracji.

Dobór k: na podstawie oceny jakości grupowania.
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Drugie spojrzenie na grupowanie (c.d.) Algorytmy k-środków

Warianty

k-średnich: znany.
k-median:

wektory środkowe: wektory median wartości atrybutów dla przykładów
z poszczególnych grup,

właściwości: większa odporność na wartości odstające, gwarancja
zbieżności z odległością miejską, lokalna minimalizacja sumy
odległości miejskich przykładów od odpowiednich środków grup.

k-medoid:
wektory środkowe: faktyczne przykłady trenujące minimalizujące sumę

niepodobieństw od przykładów z poszczególnych grup,
popularna realizacja: PAM (partitioning around medoids),
właściwości: największa odporność na wartości odstające i zależności

między atrybutami, gwarancja zbieżności z dowolną miarą
niepodobieństwa, lokalna minimalizacja sumy niepodobieństw
przykładów od odpowiednich środków grup.
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Drugie spojrzenie na grupowanie (c.d.) Algorytmy k-środków

Przykładowa inicjalizacja deterministyczna (PAM)

1: I := {argminx∈T
∑

x′∈T−{x} δ(x, x
′)}

2: repeat
3: for all x ∈ T − I do:
4: ux :=

∑
x′∈T−I−{x}max{minx′′∈I δ(x

′, x′′)− δ(x′, x), 0}
5: end for
6: I := I ∪ {argmaxx∈T−I ux};
7: until |I| = k;
8: return I.
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Drugie spojrzenie na grupowanie (c.d.) Algorytmy k-środków

Przykładowa heurystyczna inicjalizacja losowa (kmeans++)

1: wybierz jednostajnie losowo przykład x ∈ T ;
2: I := {x};
3: repeat
4: for all x ∈ T − I do:
5: ux := minx′∈I δ(x, x

′);
6: end for
7: for all x ∈ T − I do:
8: px := u2

x∑
x′∈T−I u

2
x′

;

9: end for
10: wybierz x ∈ T − I losowo z prawdopodobieństwem px;
11: I := I ∪ {x};
12: until |I| = k;
13: return I.
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Drugie spojrzenie na grupowanie (c.d.) Grupowanie gęstościowe

DBSCAN

DBSCAN: Density-Based Spatial Clustering of Applications with Noise.
Liczba grup: dobierana automatycznie.
Reprezentacja grupowania: przypisanie przykładów trenujących do grup lub

oznaczenie ich jako „szumu” (przykładów odstających).
Zasada działania: grupy powstają wokół przykładów o wystarczająco

gęstym ϵ-sąsiedztwie:

Tx,ϵ = {x′ ∈ T | δ(x′, x) ≤ ϵ}
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Drugie spojrzenie na grupowanie (c.d.) Grupowanie gęstościowe

Schemat algorytmu

1 oznacz wszystkie przykłady jako nieodwiedzone;
2 powtarzaj:

1 wybierz nieodwiedzony przykład x;
2 oznacz x jako odwiedzony;
3 jeżeli |Tx,ϵ| < m:

oznacz x jako szum;
w przeciwnym przypadku:

1 oznacz x jako centralny;
2 utwórz nową grupę d;
3 Td := {x};
4 rozszerzenie(d, Tx,ϵ);

dopóki wszystkie przykłady nie zostaną oznaczone jako odwiedzone.
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Drugie spojrzenie na grupowanie (c.d.) Grupowanie gęstościowe

Schemat algorytmu

rozszerzenie(d, S):
dla wszystkich x ∈ S:

1 jeżeli ¬(∃d′) x ∈ Td′ :
1 oznacz x jako graniczny;
2 Td := Td ∪ {x};

2 jeżeli x nie jest odwiedzony:
1 oznacz x jako odwiedzony;
2 jeżeli |Tx,ϵ| ≥ m:

1 oznacz x jako centralny;
2 rozszerzenie(d, Tx,ϵ).
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Drugie spojrzenie na grupowanie (c.d.) Grupowanie gęstościowe

Właściwości

Możliwość identyfikacji grup o dowolnym „kształcie”, niekoniecznie
sferycznych jak w przypadku grupowania k-środków.
Wykrywanie przykładów odstających.
Brak optymalizacji jawnie określonej miary jakości grupowania.
Dobór parametrów ϵ, m trudniejszy niż dobór k.
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Drugie spojrzenie na grupowanie (c.d.) Mieszaniny gaussowskie

Mieszanina rozkładów jako model grupowania

Reprezentacja grupy: wielowymiarowy rozkład prawdopodobieństwa
wartości atrybutów w grupie.

Reprezentacja grupowania: zestaw rozkładów prawopodobieństwa (z tej
samej rodziny) reprezentujących grupy i wag określających ich udział
w mieszaninie.

Mieszanina gaussowska: grupy reprezentowane za pomocą
wielowymiarowych rozkładów normalnych, parametryzowanych przez:

wektory średnich wartości atrybutów,
macierze kowariancji wartości atrybutów.
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Drugie spojrzenie na grupowanie (c.d.) Mieszaniny gaussowskie

Mieszanina guassowska

Funkcja gęstości grupy d:

pd(x) =
1√

(2π)n|Σd|
exp

(
−1

2

(
a(x)− µd

)T
Σ−1

d

(
a(x)− µd

))
gdzie:

µd – wektor wartości oczekiwanych atrybutów dla grupy d,
Σd – macierz kowariancji atrybutów dla grupy d.

Funkcja gęstości mieszaniny:

p1:k(x) =
k∑

d=1

wdpd(x)

gdzie w1, w2, . . . , wk – wagi grup spełniające warunki:

(∀d = 1, 2, . . . , k) wd ≥ 0

k∑
d=1

wd = 1
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Drugie spojrzenie na grupowanie (c.d.) Mieszaniny gaussowskie

Algorytm EM

Inicjalizacja (ustalenie początkowych parametrów mieszaniny) losowa,
na podstawie wiedzy dziedzinowej lub wyników innego algorytmu
grupowania.
Iteracyjnie powtarzane kroki:
Expectation: wyznaczenie prawdopodobieństw przynależności

przykładów do grup przy aktualnych parametrach mieszaniny.
Maximization: aktualizacja parametrów mieszaniny w celu

maksymalizacji wiarygodności danych z wykorzystaniem
wyznaczonych prawdopodobieństw.

Zatrzymanie po osiągnięciu zbieżności (stabilizacji parametrów
mieszaniny).
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Drugie spojrzenie na grupowanie (c.d.) Mieszaniny gaussowskie

Algorytm EM

Expectation: dla każdego przykładu x ∈ T i każdej grupy d = 1, 2, . . . , k
wyznaczane prawdopodobieństwo przynależności x do d:

P (d|x) = wdpd(x)∑k
d′=1wd′pd′(x)

Maximization: wagi grup, wektory średnich i macierze kowariancji
wyznaczane na podstawie prawdopodobieństw przynależności
przykładów do grup:

wd =
1

|T |
∑
x∈T

P (d|x)

µd =

∑
x∈T P (d|x)a(x)∑

x∈T P (d|x)

Σd =

∑
x∈T P (d|x)(a(x)− µd)(a(x)− µd)

T∑
x∈T P (d|x)
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Drugie spojrzenie na grupowanie (c.d.) Mieszaniny gaussowskie

Algorytm EM

W swojej pełni ogólnej wersji algorytm może być używany do
estymacji parametrów rozkładu na podstawie częściowo
obserwowalnych danych pochodzących z tego rozkładu:
atrybuty obserwowalne: dostępne w zbiorze danych,
atrybuty ukryte: niedostępne w zbiorze danych lecz wpływające na

estymowany rozkład (w przypadku zastosowania do mieszanin
gaussowskich: przynależność do grup).

Podstawowy algorytm typu k-średnich może być traktowany jako
specjalny ograniczonyprzypadek EM:

deterministyczne przypisanie przykładów do grup,
jednakowe wagi grup,
macierz kowariancji diagonalna i jednakowa dla wszystkich grup.
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Drugie spojrzenie na grupowanie (c.d.) Ocena jakości grupowania

Ocena wewnętrzna

Wiele wskaźników jakości opartych na podobieństwie wewnątrzgrupowym
i zróżnicowaniu międzygrupowym.
Szerokość sylwetki: miara dopasowania przykładu do jego grupy, której

średnia wartość może być miarą jakości grupowania:

sw(x) =
mind∆(x, d)−∆(x)

max{mind∆(x, d),∆(x)}

gdzie:
∆(x, d) – średnie niepodobieństwo x do przykładów z innej
grupy d,
∆(x) – średnie niepodobieństwo x do innych przykładów z jego
własnej grupy,
sw(x) = 0 jeśli x jest jedynym przykładem w grupie.
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Drugie spojrzenie na grupowanie (c.d.) Ocena jakości grupowania

Ocena wewnętrzna

Silhouette width si

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Training set, k=3

Average silhouette width :  0.46

n = 107 3  clusters  Cj

j :  nj | avei∈Cj  si

1 :   31  |  0.62

2 :   37  |  0.41

3 :   39  |  0.39
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Drugie spojrzenie na grupowanie (c.d.) Ocena jakości grupowania

Ocena zewnętrzna

Ocena zgodności z zewnętrznym etykietowaniem.
Indeks Randa:

randc(h) =
TPc(h) + TNc(h)

TPc(h) + TNc(h) + FPc(h) + FNc(h)

gdzie

TPc(h) =
∣∣{⟨x1, x2⟩ | c(x1) = c(x2) ∧ h(x1) = h(x2)}

∣∣
TNc(h) =

∣∣{⟨x1, x2⟩ | c(x1) ̸= c(x2) ∧ h(x1) ̸= h(x2)}
∣∣

FPc(h) =
∣∣{⟨x1, x2⟩ | c(x1) ̸= c(x2) ∧ h(x1) = h(x2)}

∣∣
FNc(h) =

∣∣{⟨x1, x2⟩ | c(x1) = c(x2) ∧ h(x1) ̸= h(x2)}
∣∣
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