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Podstawowe algorytmy uczenia się (część 2) Modele liniowe

Regresja liniowa

Funkcja reprezentacji:

h(x) =

n∑
i=1

wiai(x) + wn+1 =

n+1∑
i=1

wiai(x) = w ◦ a(x)

gdzie:
w – wektor parametrów w1, w2, . . . , wn, wn+1,
a(x) – wektor wartości atrybutów
a1(x), a2(x), . . . , an(x), an+1(x), przy czym an+1(x) ≡ 1,
◦ – symbol iloczynu skalarnego.

Minimalizacja straty kwadratowej:

ET,f (h) =
1

2

∑
x∈T

(f(x)− h(x))2
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Podstawowe algorytmy uczenia się (część 2) Modele liniowe

Regresja liniowa

Gradientowa reguła aktualizacji parametrów:

w := w + β(f(x)− h(x))a(x)

Metoda najmniejszych kwadratów: rozwiązanie nadokreślonego układu
równań:

a1(x)w1 + a2(x)w2 + · · ·+ an(x)wn + an+1(x)wn+1 = f(x)

dla każdego x ∈ T , czyli:

a(T )w = f(T )

w =
(
aT(T )a(T )

)−1
aT(T )f(T )

gdzie:
a(T ) – macierz |T | × (n+ 1) wartości atrybutów
a1(x), . . . , an+1(x) dla x ∈ T ,
f(T ) – wektor wartości f(x) dla x ∈ T .
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Podstawowe algorytmy uczenia się (część 2) Modele liniowe

Klasyfikacja liniowo-progowa

Wewnętrzna reprezentacja liniowa (funkcja decyzyjna):

g(x) = w ◦ a(x)

Zewnętrzna funkcja progowa:

h(x) =

{
1 jeśli g(x) ≥ 0

0 w przeciwnym przypadku

Reguła aktualizacji parametrów (prosty perceptron): znajduje granicę
decyzyjną dla danych separowalnych liniowo:

w :=

{
w + c−(x)a(x) jeśli h(x) ̸= c(x)

w w przeciwnym przypadku

gdzie c−(x) = 2c(x)− 1.
Wymiar VC: n+ 1 – ograniczone ryzyko nadmiernego dopasowania.
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Podstawowe algorytmy uczenia się (część 2) Modele liniowe

Regresja logistyczna

Wewnętrzna reprezentacja liniowa (funkcja decyzyjna):

g(x) =

n∑
i=1

wiai(x) + wn+1 = w ◦ a(x)

Zewnętrzna logistyczna funkcja łącząca:

logit(p) = ln
p

1− p

logit−1(q) =
eq

eq + 1
=

1

1 + e−q

logit−1(g(x)) = π(x) = P (1|x)
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Maksymalizacja logarytmu wiarygodności:

LLT,c(π) = lnP (T, c;π) = ln
∏
x∈T

P (c(x)|x;π)

Reguła aktualizacji parametrów: w := w + β(c(x)− π(x))a(x)

Paweł Cichosz 6 / 25



Podstawowe algorytmy uczenia się (część 2) Modele liniowe

Modele liniowe: właściwości

Proste koncepcyjnie, implementacyjnie i obliczeniowo.
Dość odporne na nadmierne dopasowanie.
Niewymagające strojenia parametrów.
Przydatność ograniczona przez liniową reprezentację, ale ograniczenie
to można częściowo przezwyciężyć.
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Podstawowe algorytmy uczenia się (część 2) Algorytm SVM

Algorytm SVM: margines klasyfikacji

Margines geometryczny dla przykładu x: odległość od granicy decyzyjnej
(nieujemna jeśli klasyfikowany poprawnie, ujemna jeśli klasyfikowany
niepoprawnie):

γw(x) = c−(x)
w ◦ a(x)
∥w1:n∥

gdzie c−(x) = 2c(x)− 1, w1:n – wektor parametrów z pominięciem
wyrazu wolnego wn+1.

Margines funkcyjny dla przykładu x:

γ̂w(x) = c−(x)w ◦ a(x)

Margines geometryczny/funkcyjny dla zbioru trenującego:

γw(T ) = min
x∈T

γw(x)

γ̂w(T ) = min
x∈T

γ̂w(x)
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Podstawowe algorytmy uczenia się (część 2) Algorytm SVM

Algorytm SVM: maksymalizacja marginesu

Maksymalizacja γw(T ): równoważna minimalizacji ∥w1:n∥2 przy
wymuszeniu γ̂w(T ) = 1.

Zadanie optymalizacji:
minimalizacja:

1

2
∥w1:n∥2 + C

∑
x

ξx

przy ograniczeniach:

(∀x ∈ T ) c−(x)w ◦ a(x) ≥ 1− ξx

(∀x ∈ T ) ξx ≥ 0

Koszt: C – koszt naruszenia ograniczenia (stosowane oznaczenie C zamiast
C dla odróżnienia kosztu od zbioru klas).
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Podstawowe algorytmy uczenia się (część 2) Algorytm SVM

Algorytm SVM: miękki margines

a1

a2

Zmienne luzujące: ξx – wielkość naruszenia
ograniczenia dla przykładu x.

„Zawiasowa” funkcja straty (hinge loss):

L(c(x), h(x)) = max{0, 1− c−(x)w ◦ a(x)}

Wektory podpierające: przykłady, dla
których c−(x)w ◦ a(x) ≤ 1 („leżące
na marginesie” jeśli
c−(x)w ◦ a(x) = 1).
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Podstawowe algorytmy uczenia się (część 2) Algorytm SVM

Algorytm SVM: właściwości

Należy do najbardziej skutecznych i często używanych algorytmów dla
zadań klasyfikacji.
Wymaga staranności przy doborze kosztu naruszenia ograniczeń.
Możliwość predykcji prawdopodobieństw klas przez zastosowanie tzw.
skalowania Platta (o czym będzie mowa na jednym z kolejnych
wykładów).
Możliwość reprezentacji nieliniowych zależności przez zastosowanie
funkcji jądrowych (o czym będzie mowa na jednym z kolejnych
wykładów).
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Podstawowe algorytmy uczenia się (część 2) Grupowanie k-średnich

Zadanie grupowania

Dziedzina, przykład, atrybut, zbiór trenujący: jak dla klasyfikacji i regresji,
ale bez wyróżnionego atrybutu docelowego.

Model: h : X → Ch, gdzie Ch oznacza zbiór grup dla modelu grupowania h
– nie tylko podział zbioru trenującego na grupy, lecz także możliwość
przypisania do tych grup dowolnych przykładów z dziedziny (chociaż
nie zawsze ta możliwość jest oferowana przez implementacje).

Grupy a podobieństwo: maksymalizacja podobieństwa wewnątrzgrupowego,
minimalizacja podobieństwa międzygrupowego.
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Podstawowe algorytmy uczenia się (część 2) Grupowanie k-średnich

Miary niepodobieństwa

Odległość euklidesowa:

δeuc(x1, x2) =

√√√√ n∑
i=1

(ai(x1)− ai(x2))2

Odległość miejska (Manhattan):

δman(x1, x2) =

n∑
i=1

|ai(x1)− ai(x2)|

Odległość Hamminga:

δham(x1, x2) =
n∑

i=1

Iai(x1 )̸=ai(x2)

gdzie

Iai(x1 )̸=ai(x2) =

{
1 jeśli ai(x1) ̸= ai(x2)

0 w przeciwnym przypadku
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Podstawowe algorytmy uczenia się (część 2) Grupowanie k-średnich

Grupowanie k-średnich

Liczba grup: k – ustalona.
Reprezentacja grup: centroid ζd dla każdej

grupy d = 1, 2, . . . , k – wektor
średnich wartości atrybutów grupie.

Elementy grupy: zbiór przykładów
trenujących Td zaliczonych do grupy
d dla d = 1, 2, . . . , k na podstawie
niepodobieństwa do centroidu ζd.

Algorytm: iteracyjnie powtarzane
przypisywanie przykładów do grup
i przeliczanie centroidów.
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Podstawowe algorytmy uczenia się (część 2) Grupowanie k-średnich

Grupowanie k-średnich: właściwości

Prostym algorytm grupowania lecz wystarczający na potrzeby wielu
zastosowań.
Stosowanie grupowania do predykcji dla nowych danych proste
i efektywne.
Gwarancja zbieżności i (lokalnej) optymalności grupowania tylko przy
stosowaniu z odległością euklidesową.
Przy niedeterministycznej inicjalizacji niedeterministyczne wyniki.
Jakość grupowania spada przy dużej liczbie atrybutów ze względu na
przekleństwo wymiarowości: w przestrzeni o wysokiej wymiarowości
zanikają różnice niepodobieństwa.
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Ocena jakości modeli

Macierz pomyłek

Macierz pomyłek na zbiorze S:

CMS,c(h)[d1, d2] = |Sc=d1,h=d2 |

Przypadek dwuklasowy:
h

c 0 1

0 TN FP
1 FN TP
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Ocena jakości modeli

Miary jakości klasyfikacji

współczynnik prawdziwych pozytywnych (true positive rate):

TP
TP + FN

współczynnik fałszywych pozytywnych (false positive rate):

FP
TN + FP

odzysk (recall): = współczynnik prawdziwych pozytywnych
precyzja (precision):

TP
TP + FP
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Ocena jakości modeli

Miary jakości

miara F : średnia harmoniczna precyzji i odzysku:

F =
1

1
recall+

1
precision
2

=
2 · recall · precision
recall + precision

czułość (sensitivity): = współczynnik prawdziwych pozytywnych
specyficzność (specificity): = 1− współczynnik fałszywych pozytywnych
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Ocena jakości modeli

Analiza ROC

Graficzna metoda oceny jakości klasyfikacji: wizualizacja punktów pracy
modeli klasyfikacji za pomocą punktów i krzywych w układzie
współrzędnych (TP rate[y],FP rate[x]).

Predykcja klas: pojedynczy punkt.
Predykcja prawdopodobieństw lub funkcji decyzyjnej: krzywa (łamana)

łącząca punkty odpowiadające różnym progom odcięcia P (1|x) lub
wartości funkcji decyzyjnej.

Liczba punktów pracy: powiększona o 1 liczba różnych wartości P (1|x) lub
wartości funkcji decyzyjnej.

Zagregowana ocena predykcji probabilistycznych: pole pod krzywą ROC
(AUC) – interpretowane jako prawdopodobieństwo, że losowo
wybrany przykład klasy 1 uzyska większe P (1|x) lub wartość funkcji
decyzyjnej niż losowo wybrany przykład klasy 0.
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Ocena jakości modeli

Analiza ROC

P (1|x) c(x)
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Domyślny punkt pracy: odpowiadający progowi odcięcia domyślnie
stosowanemu przy predykcji klas.

Preferowany punkt pracy: może być inny niż domyślny i osiągany przez
zmianę progu odcięcia.

Wybór punktu pracy: na podstawie wymagań zastosowania lub pewnej
heurystyki.
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Ocena jakości modeli

Ocena macierzy pomyłek dla klasyfikacji wieloklasowej

Binaryzacja: ocena jakości klasyfikacji po dekompozycji pierwotnego
zadania wieloklasowego na zadania binarne:
„1 kontra reszta” (one vs. rest/all, OvR/OvA): każda klasa

traktowana jako pozytywna, pozostałe klasy łącznie traktowane
jako negatywna,

„1 kontra 1” (one vs. one, OvO): dla każdej pary klas jedna
traktowana jako pozytywna, druga traktowana jako negatywna
(stosowane rzadziej i tylko do analizy ROC).

Makro-uśrednianie: wskaźniki jakości wyznaczane niezależnie dla każdego
zadania binarnego i uśredniane (stosowane tylko dla OvR).

Mikro-uśrednianie: predykcje i prawdziwe wartości dla każdego zadania
binarnego scalane i na ich podstawie wyznaczane wskaźniki jakości.

Dekompozycja OvR lub OvO może również służyć do tworzenia modeli
klasyfikacji wieloklasowej z użyciem algorytmów klasyfikacji binarnej.
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Ocena jakości modeli

Miary jakości regresji

Błąd bezwzględny (MAE, mean absolute error):

MAES,f (h) =
1

|S|
∑
x∈S

|f(x)− h(x)|

Błąd średniokwadratowy (MSE, mean square error):

MSES,f (h) =
1

|S|
∑
x∈S

(f(x)− h(x))2

Pierwiastek błędu średniokwadratowego (RMSE, root mean square error):

RMSES,f (h) =
√
mseS,f (h)
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Ocena jakości modeli

Miary jakości regresji

Błąd względny (RAE, relative absolute error):

RAES,f (h) =
∑

x∈S |f(x)−h(x)|∑
x∈S |f(x)−mS(f)| =

MAES,f (h)
1
|S|

∑
x∈S |f(x)−mS(f)|

gdzie mS(f) – średnia wartość f na zbiorze S.
Współczynnik determinacji:

R2
S,f (h) = 1−

∑
x∈S(f(x)− h(x))2∑

x∈S(f(x)−mS(f))2
= 1−

|S|MSES,f (h)

(|S| − 1)s2S(f)

gdzie s2S(f) – wariancja f na zbiorze S.
Korelacja: współczynnik korelacji liniowej lub rangowej między wartościami

f i h.
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Ocena jakości modeli

Procedury oceny

Podział na 2 podzbiory (holdout): losowy podział D na T (do budowy
modelu) i Q (do oceny jakości modelu – tzw. zbiór testowy lub
walidacyjny), T ∩Q = ∅.

k-krotna walidacja krzyżowa (k-CV):
losowy podział D na równoliczne parami rozłączne podzbiory
D1, D2, . . . , Dk (z zachowaniem rozkładu klas),
tworzenie modelu hi na podstawie Ti =

⋃
j ̸=iDj ,

ocena modelu hi na podstawie Qi = Di,
wskaźniki jakości (makro-) uśredniane lub wyznaczane na
podstawie scalonych predykcji (mikro-uśredniane).
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