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Drugie spojrzenie na naiwny klasyfikator bayesowski

@ Drugie spojrzenie na naiwny klasyfikator bayesowski
o Model wielomianowy
@ Model dopetnieniowy
o Naiwny klasyfikator bayesowski jako model liniowy
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Drugie spojrzenie na naiwny klasyfikator bayesowski Model wielomianowy

Rozktad wielomianowy

Rozktad dwumianowy: prawdopodobiefistwo liczby sukceséw w serii préb
Bernoulliego:

P(k) = P (1= p)" "

gdzie:
@ k — liczba sukceséw w NN prébach,
@ p — prawdopodobiefstwo sukcesu w jednej prébie.

Rozktad wielomianowy: prawdopodobienstwo liczby wystapien
poszczegdlnych wartosci dyskretnej zmiennej losowej w serii wielu
realizacji:

N!

P(klakzu"'7kn):k1'.k2" k'p]flpé‘?pfbn

gdziedlai=1,2,...,n:
o k; — liczba wystapier wartosci ¢ w N realizacjach,
@ p; — prawdopodobienstwo wartosci ¢ w jednej realizacji.
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Drugie spojrzenie na naiwny klasyfikator bayesowski Model wielomianowy

Wielomianowy naiwny klasyfikator bayesowski

Motywacja: lepsza estymacja prawdopodobienstw dla atrybutéw
o rozktadzie wielomianowym reprezentujacych liczby wystapien — np.
zdarzer okreslonego typu, poszczegdlnych stéw w tekscie itp.
Prawopodobiefstwo wartosci atrybutéw przy danej klasie:

N!
P(a/l =Vly...,0n = Up | C:d) = ﬁpildpz?d
1 .. Unp:
gdzie:

@ a; — atrybut odpowiadajacy zdarzeniu/stowu 1,

@ v; — liczba wystapien zdarzenia/stowa i,

o N=uvi+uvy+ -4 vy,

- Ni’Tc:d . . . .

® Pia= Nk - prawdopodobiefistwo pojedynczego wystapienia
zdarzenia/stowa i w klasie d, przy czym N; 1_, — taczna liczba
wystapien zdarzenia/stowa i w T.—q, N1,_, — taczna liczba
wystapien wszystkich zdarzer /stéw w T.—g,

e n — liczba mozliwych zdarzen /wielkos¢ stownika.
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Drugie spojrzenie na naiwny klasyfikator bayesowski Model wielomianowy

Wielomianowy naiwny klasyfikator bayesowski

Predykcja:

Plc=d|ay =vy,...

Posta¢ logarytmiczna:

logP(c=d|a; =vy,..

Pawet Cichosz
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Drugie spojrzenie na naiwny klasyfikator bayesowski Model dopetnieniowy

Dopetnieniowy naiwny klasyfikator bayesowski

Motywacja: lepsza estymacja prawdopodobiefstw warunkowych przy
niezréwnowazonych klasach.

Koncepcja: bayesowskie wyznaczanie dopetnien prawdopodobienstw klas:
Plc#d]|ar =v1,...,an = vy)

ale z pominieciem prawdopodobienstw a priori.
Modyfikacja wielomianowego naiwnego klasyfikatora bayesowskiego:

) NiT.,q w logp; 3
- = — ',d = _—
bd NTc;éd ‘ Zj ’ logpjﬂ‘
Predykcja:
n — > viwi g
. e =1 B
h(z) = arg min Z ViW; g P(d|x) = T

i=1 Y€
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Naiwny klasyfikator bayesowski jako model liniowy
Naiwny klasyfikator bayesowski jako model liniowy
P(d|z) « P(c = d) [ [ P(ai = ai(w)|c = d)

Dla klasyfikacji binarnej:

o P(1|z) o Ple=1) < o P(a; = ai(x)|lc=1)
& P0lr) ~ 8 Ple=0) " ;1 & Bla; = ay(@)|c = 0)

n
= Z Z wi,vai,v(m) + Wn+1

i=1 veEA;
gdzie:
Pla; =vlc=1 Plc=1
Wi = log ( - | ;7 ai,v(x) - Hai(x):vv Wn+1 = IOgg

P(a; =vlc=0
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Drugie spojrzenie na modele liniowe

© Drugie spojrzenie na modele liniowe

@ Metoda najmniejszych kwadratéw
Pokonywanie ograniczenia liniowosci
Logarytm wiarygodnosci
Drugie spojrzenie na regresje logistyczna
Kalibracja predykeji probabilistycznych
Regularyzacja modeli liniowych
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Drugie spojrzenie na modele liniowe Metoda najmniejszych kwadratéw

Metoda najmniejszych kwadratéw

Funkcja celu: minimalizacja
1
Ery(h) = 5 > _(f(x) = h())®
zeT

Gradient funkgji celu:

VwErp(h) = > (f(x) = h(z))(~Vwh(z))

zeT
> (f@) = h(x))(-a(x))
zeT
= —a (T)((T) - a(T)w)

gdzie a(T") — macierz |T'| x (n + 1) wartosci atrybutéw a1 (z), ..., ant1(z) dla z € T,
f(T) — wektor wartosci f(x) dlaxz e T.
Rozwigzanie réwnania Vy Er ¢(h) = 0:

w = (a'(T)a(T)) 'a"(T)f(T)
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Drugie spojrzenie na modele liniowe Pokonywanie ograniczenia liniowosci

Pokonywanie ograniczenia liniowosci

Reprezentacja kawatkami liniowa: drzewo modeli (por. wyktad 4).
Uogdlniona reprezentacja liniowa: reprezentacja modelu przez ztozenie:

wewnetrznej funkcji liniowej:
g(x) = woa(x)
zewnetrznej nieliniowej funkcji taczace;:
L(h(x)) = g(x)
h(z) = L™ (g())

gdzie g — wewnetrzna funkgcja liniowa, L — nieliniowa funkcja faczaca.
Przypadek szczegdlny: regresja logistyczna.
Transformacja atrybutéw: wprowadzane nowe atrybuty a},aj, ..., ay nieliniowo
zalezne od pierwotnych atrybutéw aq,as, ..., a,, przy czym zwykle N > n,
np. regresja wielomianowa, funkcje jadrowe (beda omawiane wkrétce).
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Drugie spojrzenie na modele liniowe Logarytm wiarygodnosci

Logarytm wiarygodnosci dla regres;ji

Wiarygodnos¢ f(x) dla przyktadéw trenujacych wed’rug modelu:
Lr(h) = P(T, f;h) = [ [ P(f(x)|z:h)

xzeT

1 _ (f(@)—h(=)?
P(f(x)|a; h) = e o
oV 2T

przy zatozeniu normalnego rozktadu btedéw modelu z pewnym
ustalonym odchyleniem standardowym o.
Logarytm wiarygodnosci:

LLys(m) = W P(T, f;7) = Y In P(f(x)|x; h)
zeT
_ 1 (f(x) = h(z))
= ; <1n e — 952 >

Estymacja parametréw: maksymalizacja logarytmu wiarygodnosci

réwnowazna minimalizacji btedu sredniokwadratowego.
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Logarytm wiarygodnoici
Logarytm wiarygodnosci dla klasyfikacji

Wiarygodnos¢ ¢(z) dla przyktadéw trenujacych wedtug modelu:

Lrc(m) = P(T,c;m) H P(c(x)|z; )
€T

P(e(z)|x;m) = ﬂ-(x)c(w)(l _ Tr(x))lfc(m)

gdzie m(z) — prawdopodobienstwo klasy 1 wyznaczane przez model.
Logarytm wiarygodnosci:

LL7c(m) = In P(T, ¢c;m) ZlnP x)|z;m)

zeT

= > (c(x)In7(z) + (1 — e(x)) In(1 — 7(x)))

zeT

Estymacja parametréw: maksymalizacja logarytmu wiarygodnosci.

Pawet Cichosz
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Drugie spojrzenie na modele liniowe Drugie spojrzenie na regresje logistyczna

Estymacja parametréw regresji logistycznej

Gradient logarytmu wiarygodnosci:

-1
VwLLy(7) = ; (c(x)w + (1= cl) 7— (x))qur(x)
c(x) — m(x) .
2 T ey )
= z; (c(x) - ﬂ(x))vwg(m) m(z) = logitfl(g(x))
S . . P
= Y (e(2) - m(@))alx) logit(p) = In =p
z€T logit_l(q) _ €q€+ :
gdyz

(logit ™)' (q) = logit ™' (¢)(1 — logit™ ' (q))
Vwr(z) = n(z)(1 - 7(z))Vwg(z)
Vwg(z) = a(x)
T



Drugie spojrzenie na modele liniowe Drugie spojrzenie na regresje logistyczna

Minimalizacja straty logarytmicznej

Alternatywne sformutowanie: spadek gradientu zastosowany do
minimalizacji straty logarytmiczneyj.

Strata logarytmiczna: zanegowany logarytm wiarygodnosci:

Lre(m) = Y L(c x))
zeT

Lc(x),m(x)) = —c(x)Inm(z) — (1 — c(z))In(l — 7(z))

(logarithmic loss, log loss, logistic loss, cross-entropy loss)
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Drugie spojrzenie na modele liniowe Drugie spojrzenie na regresje logistyczna

WHtasciwosci regresji logistyczne;

o Zwykle dos¢ dobra jakosé¢ klasyfikacji.
@ Ograniczone ryzyko nadmiernego dopasowania.

@ Skalibrowane predykcje probabilistyczne dzieki maksymalizacji
logarytmu wiarygodnosci.
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Drugie spojrzenie na modele liniowe Kalibracja predykcji probabilistycznych

Skalibrowane predykcje

Skalibrowane predykcje prawdopodobienstw klas: w zbiorze losowo
wybranych przyktadéw, dla ktérych wedtug modelu P(d|z) = p, klasa
d wystepuje z czestoscia zblizona do p.

Modele o nieskalibrowanych predykcjach:

drzewa decyzyjne: prawdopodobiefistwa w lisciach ekstremalizowane
(,spychane” ku wartosciom 0 i 1 ze wzgledu na stosowane
kryteria wyboru podziatéw i kryteria stopu,
naiwny klasyfikator bayesowski: prawdopodobienstwa niepoprawne ze
wzgledu na niespetnione zatozenie o niezaleznosci.
Modele o skalibrowanych predykcjach:

regresja logistyczna: maksymalizacja logarytmu wiarygodnosci
dopasowuje prawdopodobienstwa do danych.
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Drugie spojrzenie na modele liniowe Kalibracja predykcji probabilistycznych

Skalowanie Platta

Kalibracja prawdopodobienstw: zastosowanie regresji logistycznej do
wyjscia modelu o nieskalibrowanych predykcjach (,opakowanie”
modelu w funkcje logistyczna do wyznaczania predykg;ji
prawdopodobienstwa klasy 1):

7(x) = logit™(a - s(x) + b)

gdzie
@ s(x) — zwracane przez model nieskalibrowane
prawdopodobieristwo klasy 1 (lub dowolny liczbowy score —
miara ,,przekonania” modelu, ze przyktad nalezy do klasy 1),
@ a,b — parametry estymowane analogicznie jak parametry regres;ji
logistycznej w celu maksymalizacji logarytmu wiarygodnosci.

Pawet Cichosz 17 /25



Drugie spojrzenie na modele liniowe Kalibracja predykcji probabilistycznych

Skalowanie Platta

Zmniejszenie ryzyka nadmiernego dopasowania:

@ do estymacji parametréw a, b uzywany osobny zbiér przyktadéw
T’ inny niz zbiér trenujacy T, na ktérym tworzono wewnetrzny
model (lub stosowana procedura k-CV),

@ zamiast prawdziwych klas ¢(x) przy estymacji parametréw a, b
uzywane ,wygtadzone” numeryczne klasy:

, }T, 1}1; jesli c(z) =1
d(x) = =
s jeslie(x) =0
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Regularyzacia modeli liniowych
Metody regularyzacji

Cel: ograniczanie ryzyka nadmiernego dopasowania.

Realizacja: dodawanie sktadnika kary do minimalizowanej przy tworzeniu
modelu funkgji straty, np.:

regularyzacja L2 (ridge):
1
52wl
]
regularyzacja L1 (/asso):

AZ|W|

Efekt: preferowanie modeli o mniejszych wartosciach parametréw —
mniejsza wrazliwos¢ predykcji na zmiany wartosci atrybutéw.
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Regularyzacia modeli liniowych
Metody regularyzacji

Parametr A > 0: najczeSciej ustalany przez strojenie.

Skalowanie atrybutéw: zwykle stosowane aby uniknaé¢ nadmiernej kary za
wartosci parametréw odpowiadajacych atrybutom o matym zakresie
wartosci (transformacje atrybutéw beda omawiane na jednym
z kolejnych wyktadéw).

L1 vs. L2:

@ L1 sprzyja ustaleniu wartosci 0 dla wielu parametréw,
@ L2 sprzyja bardziej réwnomiernemu zmniejszaniu parametréw.
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Drugie spojrzenie na modele liniowe Regularyzacja modeli liniowych

Regresja liniowa z regularyzacja

™ 4 ™ 4
N N
- / -~
g o § o4
- | \_J - _]
|
~ —— skiadnik kary L2 ~ —— skfadnik kary L1
! —— skiadnik straty ! ——  skfadnik straty
«  parametry min. kw. «  parametry min. kw.
o *  parametry L2 o *  parametry L1
T T T T T T T T T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
wl wl
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Drugie spojrzenie na modele liniowe Regularyzacja modeli liniowych

Regresja liniowa z regularyzacja L2

Funkcja celu do estymacji parametréw (L2): minimalizacja

I so0) = 5777 S @) = b+ 23wt

zeT

Gradient funkgji celu (L2):

1
Vo (W) = = i D (@) = ) arn(z) ~ Awin)
zeT
6JTf(W) 1
: - — h
JLLM) > (@) = )
zeT
gdzie wi.,, aj.,(x) — wektory parametréw wi, wa, . .., w, | wartosci
atrybutéw a;(x), az(z),. .., an(x).

Metoda regularyzowanych najmniejszych kwadratéw (L2): rozwigzanie
réwnania V. Jr (W) = 0 (szczegbty poza zakresem wyktadu).
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Drugie spojrzenie na modele liniowe Regularyzacja modeli liniowych

Regresja liniowa z regularyzacja L1

Funkcja celu do estymacji parametréw (L1): minimalizacja

=1

zET

Estymacja parametréw (L1): metody subgradientowe (poza zakresem
wyktadu).
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Regularyzacia modeli liniowych
Regresja logistyczna z regularyzacja L2

Funkcja celu do estymacji parametréw (L2): minimalizacja

Jre(w) = ~ T Z z)Inm(z) + (1 — ¢(z)) In(1 — 7(x)))

zET
1 2
i=1
Gradient funkgji celu (L2):

VwimdT,c(W ( )aln() /\wlm)

Z
cT

aJTc i
i 2 ()

awn—I—I
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Drugie spojrzenie na modele liniowe Regularyzacja modeli liniowych

Regresja logistyczna z regularyzacja L1

Funkcja celu do estymacji parametréw (L1): minimalizacja

Jre(w) = — |111| Z (c(@)Inm(z) + (1 = ¢(x)) In(1 — 7(z)))

Estymacja parametréw (L1): metody subgradientowe (poza zakresem
wyktadu).
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