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Drugie spojrzenie na algorytm SVM

Przypomnienie notacji

w — wektor parametréw modelu wy, wa, . .., Wy, Wyi1, Przy czym
Wp41 OzZNacza wyraz wolny,

e a(x) — wektor wartosci atrybutéw przyktadu z,
al(x)a a2($)7 s 7an(x)7 Gp4-1 (.’B), przy czym an—i—l(x) =1,
@ wy., — wektor parametréw modelu z pominieciem wyrazu wolnego,

@ aj.,(z) — wektor wartosci atrybutéw przyktadu x z pominieciem
an—l—l(x).
e c_(x)=2c(x)— 1.
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Drugie spojrzenie na algorytm SVM Postaé dualna

Mnozniki Lagrange'a

Metoda mnoznikéw Lagrange'a: wyznaczanie ekstreméw warunkowych

funkcji rézniczkowalnych przez uwzglednianie ograniczen w funkgji
celu.

Lagrangian (twardy margines):
1
L) = glwial’ = 3 aule-(@)woale) -
x

Mnozniki Lagrange'a: a, — mnoznik dla przyktadu z.
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Drugie spojrzenie na algorytm SVM Postaé dualna

Postaé¢ dualna

Transformacja zadania optymalizacji:

Op(w) = max L(w,a)

Op(a) = mvin L(w, )

@ Minimalizacja ©p wzgledem w réwnowazna minimalizacji %||w1;n||2
jesli spetnione sa ograniczenia, gdyz:

O (w) Hwinl? jesli (Vz € T) c—(z)woa(z) > 1
P 00 w przeciwnym przypadku

e Maksymalizacja ©p rézni sie od minimalizacji ©p» zamiang kolejnosci
min/max.
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Drugie spojrzenie na algorytm SVM Postaé dualna

Postaé¢ dualna

@ Mozna udowodnié, ze:

max Op(a) < min Op(w)

@ Roéwnos¢ jesli istnieje w spetniajace ograniczenia, przy czym dla
rozwigzan optymalnych w* i o*:

VzeT) aj(c—(x)w oa(x)—1)=0

xT

tzn. jesli o > 0, to c_(x)w* oa(z) =1, czyli = jest wektorem
podpierajagcym —,lezy na marginesie” (warunki KKT:
Karush-Kuhn-Tucker).
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Drugie spojrzenie na algorytm SVM Postaé dualna

Minimalizacja Lagrangianu wzgledem w

e Minimalizacja Lagrangianu wzgledem w, wyznaczenie stad w
i wstawienie do £(w, «) prowadzi do funkcji celu dla zadania dualnego.

@ Przyréwnanie gradientu Lagrangianu Vy,£(w, a) do 0:

Vwin £L(W, ) = Wiy — Z azc_(z)ayy(z) =0

zeT
Wi = Z azc_(z)ay.,(z)
xzeT
OL(w,a) _ _ Z azc_(x) =0
awn+1 €T
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Drugie spojrzenie na algorytm SVM Postaé dualna

Minimalizacja Lagrangianu wzgledem w

Po wstawieniu w miejsce w wyrazehn wyznaczonych wczesniej przez minimalizacje
wzgledem w:

mmﬁ (W, a) Z Z gy Oy C (1) (22)a1.n(21) 0 A1 (22)

.1‘1 €T z9eT
=37 N aname(@1)e- (w2)atn(@1) 0 ary (v2)

1 €T x2€T
— W1 Z aze_(z) + Z Oy

zeT zeT
1
=3 Z Z gy Qg C— (1) (T2)ar.n (1) 0 app(x2) + Z oy
1 €T z2€T zeT

gdyz

||W1"I’L||2 = W1i.n O Wi

Zaz )=0

zeT

Pawet Cichosz 8/20



Drugie spojrzenie na algorytm SVM Postaé dualna

Zadanie dualne: twardy margines

maksymalizacja:
- 5 5 —(w2) gy Agp@1:n (71) © ALp (T2) +E g
meTxgeT x€eT

przy ograniczeniach:

Z c—(2)ay =

zeT
VxeT) a,>0
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Drugie spojrzenie na algorytm SVM Postaé dualna

Zadanie dualne: miekki margines

maksymalizacja:
- 5 5 —(w2) gy Agp@1:n (71) © ALp (T2) +E g
meTxgeT x€eT

przy ograniczeniach:

Z c—(x)ay, =

xeT
VexeT) 0<a,<C
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Drugie spojrzenie na algorytm SVM Postaé dualna

Mnozniki Lagrange'a jako parametry modelu

Wektory podpierajace: przyktady, dla ktérych o, > 0 (,lezace na
marginesie” jesli 0 < a, < C) — z warunkéw KKT
(Karush-Kuhn-Tucker).

Parametry postaci prymalnej:

Zaz aln )

zeT

Predykcja:

g( ) WOa Zaw’c aln( )oalzn(zf')"’_wn-i—l
z'eT
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Drugie spojrzenie na algorytm SVM Postaé dualna

Wyznaczanie wyrazu wolnego

Z warunkéw KKT:

C—(l's)(wlzn © al:n(xs) + wn—i—l) =1
dla dowolnego przykfadu x4 takiego, ze 0 < o, < C (,lezacego na
marginesie”).
Obliczanie wy11:
Wnp41 = C— (xs) — W1 © al:n(l's)

Realizacja praktyczna: poprawa stabilnosci numerycznej przez usrednianie
wzgledem wszystkich x ,lezacych na marginesie” lub wybieranie
takich xg, dla ktérych a,, wyraznie rézni sie od 0 i C.
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Drugie spojrzenie na algorytm SVM Funkcje jadrowe

Sztuczka jadrowa

Posta¢ dualna a iloczyn skalarny: uzycie przyktadéw w czasie tworzenia
modelu i predykcji wytacznie jako argumentéw iloczynu skalarnego.

Sztuczka jadrowa: niejawna transformacja atrybutéw przez zastapienie
iloczynu skalarnego aj.,(x1) o a.,(z2) wartoscia funkgji jadrowe;j
K(alcn(xl)a al:n(xZ)) takiej, ze

K(ain(21), atn(22)) = aj.y(21) 0 @),y (22)

W pewnej nowej reprezentacji z atrybutami @, a, ..., dy.
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Drugie spojrzenie na algorytm SVM Funkcje jadrowe

Sztuczka jadrowa

Korzysci:
o K(aj.n(x1),a1.,(x2)) oblicza sie bezposrednio na podstawie
ai. (1) i ajp(z2) bez jawnego wyznaczania a. (1)
[ allzN(xQ)'
@ niejawna nieliniowa transformacja atrybutéw bez koniecznosci

faktycznego definiowania nowych atrybutéw i obliczania ich
wartosci.

Prosty przykfad:

K(ayn(z1), a1:0(72)) = (a1:2(21) 0 ar2(x2))”
K (ayn(21), a1 (22)) = af (21)af (22) + a3(x1)a3(x2)

+ 2a1(z1)az(z1)a1 (z2)az(z2)

di(x) = ai(z), dy(x) =a3(z), aj(e)=V2ai(x)az(x)
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kel s
Typy nieliniowych funkgji jadrowych

Jadro wielomianowe:
K(alsn(fpl)a al:n($2)) = (’Yalsn(xl) o al:n(xQ) + b)p

gdziev>0,b>0ip > 1 (najczesciej p =2 lub p = 3),
Jadro radialne:
K(al:n(xl)a al:n(flf2)) = 6_7||a1:"(wl)_a1:"($2)”2
gdzie v > 0.
Warunek Mercera: K jest funkcja jadrowa wtedy i tylko wtedy, gdy dla

dowolnego zbioru V' C R™ macierz wartosci K (v1,vz) dla
vi,ve € V jest symetryczna i dodatnio pétokreslona.
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SN ST )
Funkcja straty SVR

SVM dla zadania regresji: support vector regression (SVR)
Tolerancja matych residudw:

[f(x) = h(z)] < e
Strata e-niewrazliwa:
_Jo jesli |f(z) — h(z)| <€
L (@) hw) = {|f(a:) — h(x)| — e w przeciwnym przypadku

Preferencja dla , ptaskich” aproksymacji: minimalizacja ||w1.,|| ogranicza
wrazliwos¢ na wartosci atrybutéw i zmniejsza ryzyko nadmiernego
dopasowania.
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S = (V)
Zadanie optymalizacji SVR

minimalizacja:
przy ograniczeniach:

(VzeT) f(x)—woa(x)
Ve eT) woa(z)— f(x)

Pawet Cichosz 17 /20



Drugie spojrzenie na algorytm SVM [SAVAV I CREEIETN Y3

Zadanie optymalizacji SVR z rozluznionymi ograniczeniami

minimalizacja:

Slwiall? + ¢ (6 + &)

zeT

przy ograniczeniach:

(VreT) f(x)—woa(z)<e+&F
(VreT) woalw)— f(z) <e+&
(VzeT) & >0
(VzeT) & 20
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SVM do regresji (SVR)
Posta¢ dualna SVR

maksymalizacja:

o % Z Z (ajﬁ_l - O‘:;)(O‘jc; - O‘;g)alzn(ml) o ayp(T2)

x1 €T 22T
+ ) (o — o) f(@) = > (af +ap)e
zeT zeT

przy ograniczeniach:

(VzeT) Y (af —a;)=0

zeT
(Vx eT) OgaISC
VzxeT) 0<a, <C
Funkcje jadrowe: analogicznie jak dla klasyfikacji.
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S = (V)
WHtasciwosci algorytmoéw SVM i SVR

@ Naleza do najbardziej skutecznych i czesto uzywanych algorytméw dla
zadan klasyfikacji i regres;ji:
e zwiekszona odpornos¢ na nadmierne dopasowanie nawet przy duzej
liczbie atrybutéw,
e mozliwos¢ reprezentowania nieliniowych zaleznosci.
e Wymagaja starannosci przy doborze parametréw (kosztu, €, typu
i parametréw funkcji jadrowej).
o Czesto daja lepsze modele po zastosowaniu skalowania atrybutéw
(transformacje atrybutéw beda omawiane na jednym z kolejnych
wyktadow).

@ Brak mozliwosci bezposredniej interpretacji modeli.
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